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un août romain parti
uli�erement diÆ
ile.

Je remer
ie tous les th�esards du d�epartement de math�ematiques de Paris

7, pour les dis
ussions de toutes sortes que nous avons eues, et pour leurs


onseils de LATEX. . .

Impossible d'oublier la g�en�erosit�e d'Astyanax (alias Vin
ent Astier) et de
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Introdu
tion

Le sujet de notre dissertation le jour du ba

alaur�eat de philosophie, �etait :

\Qu'est-
e qu'une preuve ?"

Nous n'osons imaginer 
e que serait la r�ea
tion de notre 
orre
teur d'alors

devant le texte qui suit... Pourtant, 
elui-
i peut bien être lu 
omme une

tentative de donner des �el�ements de r�eponse (math�ematiques) �a 
ette ques-

tion.

Pour 
e faire, il va falloir lui donner un sens (un tant soit peu) plus pr�e
is.

S'il prend le parti (
omme nous le ferons) de s'int�eresser seulement aux

preuves math�ematiques, le le
teur \m�editant" la suite de signes �e
rits sur

une feuille de papier que les math�emati
iens s'a

ordent tous pour appeler

une preuve, se rendra 
ompte rapidement que plusieurs \repr�esentations"

de 
ette preuve sont possibles. Mais il n'aura pas vraiment avan
�e dans la

re
exion sur la question pos�ee initialement, faute de moyens pour l'attaquer.

L'�elimination des 
oupures

Au d�ebut des ann�ees 30, Gentzen d�emontre un th�eor�eme 
�el�ebre, 
onnu sous

le nom de \th�eor�eme d'�elimination des 
oupures". Une fa�
on (tr�es) informelle

d'en exprimer le 
ontenu pourrait être : \toute preuve 
ourte, intelligente et


ompr�ehensible d'un �enon
�e A, peut être transform�ee en une preuve longue,

idiote et in
ompr�ehensible de A".

Palpitant. Oui, palpitant en v�erit�e, puisque la transformation de la preuve

intelligente de A en la preuve idiote de A (le pro
essus d'�elimination des


oupures) 
orrespond (en un sens tr�es pr�e
is) �a un pro
essus de 
al
ul.

Voi
i don
 un premier moyen pouvant nourrir notre re
exion : si une preuve


a
he un pro
essus de 
al
ul, le 
omprendre sera une fa�
on de 
omprendre

la preuve �a laquelle il est sous-ja
ent.

La d�emonstration de Gentzen sugg�ere de penser �a la r�egle de 
oupure (la

seule r�egle \intelligente", dont le th�eor�eme en question prouve l'inutilit�e en
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logique pure) 
omme �a un moyen dont disposent les preuves pour 
ommuni-

quer. L'intera
tion qui en d�e
oule est le 
al
ul qui est asso
i�e �a l'�elimination

de la 
oupure. Ce
i 
onduit �a un 
hangement de point de vue : au lieu de

\
ontempler" les preuves, on va essayer d'en d�e
rire les intera
tions possibles

ave
 les autres preuves, et 
e en termes de 
al
ul.

L'objet de notre �etude sera la stru
ture de 
ette intera
tion, l'obje
tif �a

terme �etant de rendre 
ompte des d�emonstrations math�ematiques 
omme

d'objets g�eom�etriques qui en expriment le 
ontenu 
al
ulatoire.

L'interêt d'une telle �etude n'est pas seulement logique. Dans les ann�ees 60,

la 
orrespondan
e entre preuves et programmes est 
lairement �etablie par

l'isomorphisme de Curry-Howard : une preuve de logique intuitionniste est

un programme, et l'ex�e
ution de 
e programme 
orrespond tr�es exa
tement

�a l'�elimination des 
oupures dans la preuve de logique intuitionniste.

Du point de vue informatique, 
ette 
orrespondan
e sugg�ere une nouvelle

m�ethode de programmation, dite de \programmation par preuves" (
f. [KriPar 90℄).

Ayant la possibilit�e de d�esigner et d�e�nir pr�e
is�ement les programmes et les

donn�ees au niveau logique, on peut programmer en restant au niveau lo-

gique (en ne manipulant que des d�emonstrations). Tr�es s
h�ematiquement,

pour programmer, par exemple, la fon
tion r�e
ursive totale f , on pro
�ede

de la fa�
on suivante :

- on donne un syst�eme d'�equations (Eq) d�e�nissant f

- on exhibe une preuve formelle � (dans un syst�eme de d�edu
tion donn�e) de

8x(Nx! Nfx) (
.�a.d. une preuve de \pour tout x, si x est un entier alors

f(x) l'est aussi")

- on asso
ie (par l'isomorphisme de Curry-Howard) �a � le programme t

f

.

La puissan
e de 
ette appro
he de la programmation r�eside pr�e
is�ement dans

la possibilit�e de programmer en ne manipulant que des objets math�ematiques.

Ce
i permet notamment de prouver abstraitement que :

- quelque soit la strat�egie utilis�ee pour ex�e
uter un programme asso
i�e �a une

preuve, l'ex�e
ution termine (th�eor�eme de normalisation forte)

- deux strat�egies di��erentes d'ex�e
ution d'un programme asso
i�e �a une preuve

produisent le même r�esultat (th�eor�eme de 
on
uen
e)

- tout programme asso
i�e �a une preuve est 
orre
t, 
.�a.d. que, dans l'exemple


i-dessus, le programme t

f


al
ule bien les valeurs de la fon
tion f sp�e
i��ee

par (Eq).

Les deux appro
hes traditionnelles dans l'�etude des ph�enom�enes 
al
ula-

toires (non seulement 
eux sous-ja
ents aux preuves qui nous o

uperont

dans 
ette th�ese) sont 
onnues sous les noms de \syntaxe" et de \s�emantique".
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La premi�ere est une des
ription que l'on quali�e d'\intentionnelle" des ob-

jets �etudi�es, tandis que la deuxi�eme en est une des
ription \extensionnelle".

La syntaxe est tr�es pr�e
ise dans sa des
ription des preuves, mais elle est sou-

vent redondante et manque de 
lart�e math�ematique (les objets syntaxiques

n'�etant pas, en g�en�eral, des objets math�ematiques usuels). La s�emantique, au


ontraire, rend 
ompte des d�emonstrations 
omme de fon
tions, mais nous

fait payer le prix de 
ette simpli
it�e par son impr�e
ision et son in
ompl�etude

dans la repr�esentation des preuves qu'elle fournit.

Nous entamerons notre �etude en faisant usage de 
es deux appro
hes.

La logique lin�eaire

C'est la notion de stabilit�e, d�e
ouverte par Berry en 1978 ([Berry 78℄),

qui 
onduit Jean-Yves Girard �a proposer, dans les ann�ees 80, les espa
es


oh�erents 
omme stru
tures pour interpr�eter les formules de la logique intui-

tionniste. Girard s'aper�
oit alors que les 
onne
teurs intuitionnistes peuvent

être (math�ematiquement) d�e
ompos�es. Il n'�etait pas �evident �a priori que


ette d�e
omposition pouvait être internalis�ee, 
.�a.d. exprim�ee au moyen de

nouvelles op�erations logiques. Girard montre que 
e
i est en fait possible : par

exemple l'impli
ation intuitionniste A ! B peut s'�e
rire 
omme !A ( B,

o�u \(" d�esigne l'impli
ation lin�eaire qui a le sens d'une 
ausalit�e (algo-

rithmiquement, � ( � est le type des algorithmes fon
tionnels de � vers

� qui appellent leur argument exa
tement une fois) et \!" a le sens d'une

r�ep�etition \A autant de fois que l'on veut" et 
orrespond algorithmiquement

�a une mise en m�emoire. C'est ainsi que, dans [Girard 87℄, aparâ�t la logique

lin�eaire, un raÆnement de la logique intuitionniste et de la logique 
lassique

qui se 
ara
t�erise par la d�e
omposition des 
onne
teurs logiques usuels en

deux 
lasses (les multipli
atifs et les additifs) et par l'introdu
tion de nou-

veaux 
onne
teurs (les exponentielles) qui permettent une gestion logique

des r�egles stru
turelles d'a�aiblissement et de 
ontra
tion.

Ce 
hangement de point de vue a eu des 
ons�equen
es tr�es frappantes en

th�eorie de la d�emonstration, une des plus remarquables �etant l'introdu
tion

des r�eseaux de preuves, qui fournissent une repr�esentation g�eometrique du


al
ul.

Contenu de la th�ese

La repr�esentation g�eom�etrique des d�emonstrations fournie par les r�eseaux

de preuves est 
ertes imparfaite, partielle, souvent lourde et insatisfaisante,



12

mais elle a 
ependant l'immense vertu d'exister. Nous en ferons le point de

d�epart de notre analyse.

Nous passerons ensuite �a une �etude plus s�emantique des preuves (toujours

repr�esent�ees sous formes de r�eseaux), en utilisant des stru
tures tradition-

nelles et rudimentaires telles que les ensembles et les espa
es 
oh�erents. Il ne

s'agira pas de faire des exploits dans la manipulation d'objets math�ematiques

raÆn�es ave
 plein de propri�et�es, mais plutôt de 
her
her �a �etablir des liens

simples et 
lairs entre di��erentes repr�esentations des preuves, ave
 l'espoir

d'apprendre quelque 
hose de nouveau sur 
elles-
i.

Nous dis
uterons en�n de 
e que la logique lin�eaire a pu nous apprendre sur

les preuves de la logique 
lassique (
elle-
i �etant la logique de la pratique

math�ematique 
ourante).

Plus pr�e
is�ement, 
ette th�ese s'arti
ule en trois parties :

I) Une �etude syntaxique des r�eseaux de preuves : 
hapitres 1-5 (et annexe

A).

II) Une �etude s�emantique des r�eseaux de preuves : 
hapitres 6-14.

III) Une �etude syntaxique et s�emantique des preuves de la logique 
lassique :


hapitre 15 (et annexe B).

Le 
ontenu des 4 premiers 
hapitres est essentiellement 
elui du papier

[Torto 00a℄. Le r�esultat prin
ipal est le th�eor�eme de 
on
uen
e faible (le

th�eor�eme 4.3.5). Nous pensions pouvoir le d�emontrer en une trentaine de

pages, mais 
e ne fut pas (h�elas) le 
as. Pour le pr�esenter dans toute sa

g�en�eralit�e, il fallait avoir �a la disposition la syntaxe des r�eseaux pour toute

la logique lin�eaire (LL). Quelle fut notre surprise en apprenant que la seule

r�ef�eren
e en la mati�ere �etait le premier papier de Girard, [Girard 87℄. Mais il

�etait impossible de ne pas tenir 
ompte des innovations intervenues depuis,

et nous avons don
 pris la peine de faire le point sur les r�eseaux de la logique

lin�eaire.

Nous avons tout d�emontr�e (ou red�emontr�e) sur la 
orre
tion des r�eseaux et

sur leur normalisation dans les 
hapitres 1 et 2. En l'absen
e de 
onne
teurs

additifs, il fallait adapter la gestion des quanti�
ateurs de [Girard 91a℄ aux

r�eseaux de MELL (le fragment multipli
atif et exponentiel de LL), d�e�nis

dans [Danos 90℄. Nous avons beau
oup b�en�e�
i�e, dans 
ette oeuvre, des notes

prises lors d'un 
ours de DEA tenu par Vin
ent Danos. Il s'agissait ensuite

de g�erer la pr�esen
e des 
onne
teurs additifs de fa�
on 
ompatible ave
 
ette

notion de r�eseau. Nous insistons sur le fait que si plusieurs id�ees (notam-

ment l'introdu
tion des \sauts") �etaient 
onnues, elles n'apparaissent qu'en

appendi
e de quelques papiers : nulle part il n'en est fait (�a notre 
onnais-

san
e) un usage pr�e
is. L'ambition de 
es deux premiers 
hapitres est de
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onstituer un texte qui puisse servir de r�ef�eren
e sur le sujet.

Dans le 
hapitre 3 nous prouvons une propri�et�e sp�e
i�que �a la normalisation

en pr�esen
e d'additifs (le th�eor�eme de s�eparation). C'est une propri�et�e de

la dupli
ation qui a

ompagne l'�etape �el�ementaire 
ommutative additive, et

qui est l'un des prin
ipaux ingr�edients de la preuve du th�eor�eme de standar-

disation additive de l'annexe A (le th�eor�eme A.2.2).

Le 
hapitre 4 est 
onsa
r�e au th�eor�eme de 
on
uen
e faible : nous montrons

que, même en pr�esen
e des additifs, la normalisation des r�eseaux (dans toute

sa g�en�eralit�e) est 
on
uente, pourvu que les 
on
lusions des r�eseaux que l'on


onsid�ere ne 
ontiennent pas d'additifs (le th�eor�eme 4.3.5).

Dans l'annexe A, nous nous int�eressons �a la propri�et�e de forte normalisation

des r�eseaux. Les 
onnaissan
es a
quises dans les 4 premiers 
hapitres nous

permettent de prouver le th�eor�eme de standardisation additive. Malheureu-

sement 
e r�esultat est en
ore insuÆsant pour donner une preuve 
ompl�ete

de forte normalisation des r�eseaux, probl�eme qui est en
ore ouvert �a 
e

jour (voir �a 
e sujet l'introdu
tion de l'annexe A, et la remarque A.5.2). Le


ontenu de l'annexe A est 
elui du papier en 
ours de soumission [Torto 00b℄.

Le dernier 
hapitre de la premi�ere partie est 
onsa
r�e �a une modi�
ation

de la syntaxe des r�eseaux sugg�er�ee par la s�emantique : nous introduisons les

\multibô�tes additives" et les modi�
ations dans les �etapes de normalisation

que 
es nouveaux objets induisent. Ce 
hapitre est une 
ontribution �a l'�etude

de la normalisation en pr�esen
e d'additifs, qui est notoirement un probl�eme

plutôt �epineux. En nous pla�
ant dans le 
adre de la logique lin�eaire multi-

pli
ative et additive, nous obtenons un th�eor�eme de forte normalisation (le

th�eor�eme 5.3.8), nous montrons que la propri�et�e de s�eparation du 
hapitre 3

est toujours satisfaite en pr�esen
e de multibô�tes (proposition 5.3.4), et nous

d�e�nissons une pro
�edure de normalisation 
on
uente (th�eor�eme 5.5.15).

Dans la deuxi�eme partie, nous posons une question tr�es naturelle que nous

appelons \inje
tivit�e de la s�emantique". Il s'agit de 
omparer deux rela-

tions d'�equivalen
e d�e�nies sur les r�eseaux : l'�equivalen
e induite par le pro-


essus de 
al
ul (syntaxique) et l'�equivalen
e d�e�nie par la repr�esentation

\alg�ebrique" de 
e même 
al
ul (s�emantique). Nous utilisons, pour e�e
-

tuer 
ette analyse, la notion d'exp�erien
e, d�e�nie dans [Girard 87℄ et ra-

rement reprise depuis. On fera r�ef�eren
e �a trois types de s�emantique qui

s'adaptent bien �a 
ette notion : la s�emantique relationnelle (multiensem-

bliste), la s�emantique 
oh�erente ensembliste et la s�emantique 
oh�erente mul-

tiensembliste.

Nous donnons les d�e�nitions de base dans le 
hapitre 6, nous posons 
lai-

rement le probl�eme dans le 
hapitre 7 et nous le r�esolvons dans un 
as tr�es
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simple. En suivant la m�ethode de r�esolution du 
hapitre 7, nous d�e�nissons,

dans le 
hapitre 8, la notion-
lef d'\exp�erien
e obsessionnelle", que nous

�etudions de fa�
on approfondie (
hapitres 8,9). A l'�egard de 
ette notion, la

s�emantique 
oh�erente a un 
omportement parti
ulier : son uniformit�e per-

met, dans une 
ertaine mesure, de d�eduire le 
ara
t�ere obsessionnel d'une

exp�erien
e �a partir de son r�esultat (propositions 9.3.4 et 9.3.5).

Nous exposons des r�esultats partiels dans le 
hapitre 10.

Les 
hapitres 11 et 12 permettent de ramener la question de l'inje
tivit�e de

la s�emantique 
oh�erente �a 
elle de l'existen
e d'un 
ertain type d'exp�erien
e

(une exp�erien
e \inje
tive") pour des r�eseaux tr�es simples.

Au 
hapitre 13, 
oup de thêatre : une telle exp�erien
e, en g�en�eral, n'existe

pas. On en d�eduit imm�ediatement un 
ontre-exemple �a l'inje
tivit�e de la

s�emantique 
oh�erente (ensembliste et multiensembliste).

Dans le 
hapitre 14 nous allons au bout de notre m�ethode : nous prou-

vons l'inje
tivit�e pour des fragments signi�
atifs de LL (th�eor�eme 14.2.7,


orollaire 14.2.8) et nous mettons en �eviden
e l'existen
e d'un lien entre

la 
onnexit�e des r�eseaux et la propri�et�e \d'uniformit�e" de la s�emantique


oh�erente. Nous 
onje
turons que 
elui-
i est tr�es fort.

La proposition 6.3.9 permet d'aÆrmer que tous les r�esultats d'inje
tivit�e

�etablis dans 
e dernier 
hapitre pour la s�emantique 
oh�erente multiensem-

bliste, restent vrais pour la s�emantique relationnelle.

Dans la troisi�eme partie, nous �etudions les liens entre la logique lin�eaire pola-

ris�ee et la logique 
lassique. Le 
ontenu de 
e 
hapitre est le fruit d'une 
olla-

boration en 
ours ave
 Myriam Quatrini et Olivier Laurent. Nous d�e�nissons

une 
ontrainte sur les preuves de la logique 
lassique (la �-
ontrainte) qui,

ave
 la �-
ontrainte de [DJS 97℄, fournit un syst�eme (LK

�;�

pol

) 
omplet pour

la prouvabilit�e 
lassique (th�eor�eme 15.4.9) et stable par �elimination des 
ou-

pures (th�eor�eme 15.4.11), dont l'image dans LL est la logique lin�eaire pola-

ris�ee (proposition 15.4.12). C'est dans 
e syst�eme que la question de l'inje
-

tivit�e de la s�emantique 
oh�erente pour la logique 
lassique semble pouvoir

trouver une r�eponse positive (remarque 15.5.4). La suite naturelle de 
e 
ha-

pitre est l'annexe B, dont le 
ontenu re
oupe 
elui d'un papier d�ej�a publi�e

([Torto 97℄).

Nous 
on
luons, au 
hapitre 16, par une 
ourte dis
ussion au sujet des

r�esultats (positifs et n�egatifs) de la th�ese.

Terminons 
ette introdu
tion en signalant que dans un domaine relative-

ment nouveau 
omme 
elui qui nous o

upe dans 
ette th�ese, les probl�emes

r�eda
tionnels sont importants. Nous avons tent�e d'être 
ompr�ehensibles tout

en gardant un degr�e raisonnable de rigueur et de pr�e
ision. Nous avons �et�e



15


ontraints pour 
ela �a quelques lourdeurs, pour lesquelles nous nous ex
usons

aupr�es du le
teur.
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Chapitre 1

R�eseaux ave
 sauts de PN

2

Ce 
hapitre est 
onsa
r�e �a la d�e�nition des r�eseaux de preuves pour la lo-

gique lin�eaire du se
ond ordre, introduits dans [Girard 87℄. La variante que

nous pr�esentons i
i tient 
ompte des innovations intervenues depuis, et no-

tamment de [Girard 91a℄ et [Danos 90℄. La gestion des a�aiblissements se

fait au moyen d'une \fon
tion de saut", dont la d�e�nition doit tenir 
ompte

de la pr�esen
e des 
onne
teurs additifs. Le 
hapitre se termine par l'in
on-

tournable th�eor�eme de s�equentialisation (le th�eor�eme 1.3.10).

1.1 Formules de la logique lin�eaire et 
al
ul des

s�equents

Nous allons d�e�nir les formules de la logique lin�eaire du se
ond ordre, sans

quanti�
ateurs du premier ordre. Il n'y a absolument au
une diÆ
ult�e dans

l'extension de tout 
e que nous allons dire au premier ordre. Par 
ontre,

omettre la quanti�
ation du premier ordre va nous permettre d'�eliminer des

redondan
es inutiles dans la r�eda
tion.

1.1.1. D

�

efinition. Les 
onne
teurs lin�eaires se r�epartissent en quatre groupes :

{ le 
onne
teur de la n�egation lin�eaire ?

{ les 
onne
teurs multipli
atifs binaires 
 et

}

, qu'on appelle respe
tive-

ment tenseur et par

{ les 
onne
teurs additifs binaires & et � qu'on appelle respe
tivement ave


et plus

{ les 
onne
teurs exponentiels unaires ! et ? qu'on appelle respe
tivement

bien sûr et pourquoi pas.

A 
es 
onne
teurs on rajoute les quanti�
ateurs du se
ond ordre 8 et 9.

21
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2

On se donne un ensemble d�enombrable de variables propositionnelles, et


'est �a partir de 
e langage que nous allons 
onstruire les formules de la

logique lin�eaire (LL).

1.1.2. D

�

efinition. Les formules de la logique lin�eaire sont le quotient des

formules bâties sur les 
onne
teurs et les quanti�
ateurs introduits en 1.1.1

par les �equations suivantes (appel�ees lois de de Morgan) :

A

??

= A

(A
B)

?

= A

?

}

B

?

(A

}

B)

?

= A

?


B

?

(!A)

?

=?A

?

(?A)

?

=!A

?

(9XA)

?

= 8XA

?

(8XA)

?

= 9XA

?

et par les �equations �egalisant les formules qui ne di��erent que par le nom de

leurs variables li�ees.

Deux formules A et B telles que A = B

?

sont dites duales.

Par abus de langage, nous utiliserons souvent le terme \formule" l�a o�u l'ex-

pression \o

urren
e de formule" serait plus appropri�ee, et 
e a�n d'�eviter

des lourdeurs inutiles.

1.1.3. D

�

efinition. Soit E un ensemble et E

�

le monoide libre engendr�e

par E. On d�e�nit la relation d�equivalen
e ' sur E

�

: pour tout m;m

0

2 E,

m ' m

0

ssi 8e 2 E, m et m

0


ontiennent le même nombre d'o

urren
es de

e.

On appelle multiensemble d'�el�ements de E tout �el�ement de l'ensemble

quotient E

�

= '. L'ensemble E

�

= ' est appel�e le monoide libre 
ommutatif

engendr�e par E.

Un s�equent (de LL) est un multiensemble de formules (de LL), souvent

pr�e
�ed�e du symbole `.

1.1.4 Les 
al
uls des s�equents ave
 hypoth�eses LL

2

et LL

0

2

Dans 
e paragraphe, � et � sont des multiensembles de formules de LL.

La derni�ere r�egle 
i-dessous est appel�ee mix : 
'est la seule r�egle de LL

0

2

qui

n'est pas une r�egle de LL

2

. Nous ferons toujours r�ef�eren
e au 
al
ul LL

2

,

sauf dans les premiers 
hapitres, au 
ours desquels nous ferons quelques

(rares) allusions �a LL

0

2

.
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Axiome et 
oupure :

(Ax) ` A;A

?

(
ut)

` �; A ` �; A

?

` �;�

R�egles logiques multipli
atives :

(
)

` �; A ` �; B

` �;�; A
B

(

}

)

` �; A;B

` �; A

}

B

R�egles logiques additives :

(�)

` �; A

` �; A�B

` �; B

` �; A�B

(&)

` �; A ` �; B

` �; A&B

R�egles exponentielles stru
turelles :

( ?W )

` �

` �; ?A

( ?C)

` �; ?A; ?A

` �; ?A

Promotion ou r�egle bien sûr :

( !)

`?�; A

`?�; !A

R�egle de der�eli
tion ou pourquoi pas :

( ?de)

` �; A

` �; ?A

R�egles pour les quanti�
ateurs du se
ond ordre (Y n'est pas libre dans �) :

(8

2

)

` �; A[Y=X ℄

` �;8XA

(9

2

)

` �; A[T=X ℄

` �; 9X A

La r�egle Hypoth�ese :

(Hyp)

` �

La r�egle mix :

(mix)

` � ` �

` �;�
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1.2 Pr�e-stru
tures de preuve, pr�e-r�eseaux, r�eseaux

1.2.1. D

�

efinition. (variante de [DanReg 95℄) Une pr�e-stru
ture de

preuve est un graphe orient�e dont les noeuds sont appel�es liens, et dont les

arêtes sont �etiquet�ees par des formules de LL. Chaque lien est d�e�ni ave


une arit�e et une 
oarit�e, 
.�a.d. ave
 un 
ertain nombre d'arêtes in
identes

appel�ees les pr�emisses du lien, et ave
 un 
ertain nombre d'arêtes �emergentes

appel�ees les 
on
lusions du lien. Les pr�emisses d'un lien sont aussi appel�ees

les formules a
tives du lien.

- Un lien hypoth�ese ou H a n � 1 
on
lusion(s) 
ha
une �etiquet�ee par

une formule, et au
une pr�emisse

- un lien axiome ou ax a deux 
on
lusions �etiquet�ees par deux formules

duales et au
une pr�emisse

- un lien 
oupure ou 
ut a deux pr�emisses �etiquet�ees par deux formules

duales et au
une 
on
lusion

- un lien par ou

}

(resp. tenseur ou 
) a deux pr�emisses et une 
on
lusion.

Si la pr�emisse gau
he du lien est �etiquet�ee par la formule A et la pr�emisse

droite du lien est �etiquet�ee par la formule B, alors la 
on
lusion du lien

sera �etiquet�ee par la formule A

}

B (resp. A
B)

- un lien bien sûr ou ! a une pr�emisse, et une 
on
lusion �etiquet�ee par le

bien sûr de l'�etiquette de la pr�emisse

- un lien der�eli
tion ou ?de a une pr�emisse, et une 
on
lusion �etiquet�ee

par le pourquoi pas de l'�etiquette de la pr�emisse

- un lien a�aiblissement ou ?w n'a au
une pr�emisse, et une 
on
lusion

�etiquet�ee par ?A, o�u A est une formule

- un lien 
ontra
tion ou ?
o a deux pr�emisses et une 
on
lusion, toutes

�etiquet�ees par la même formule ?A

- un lien porte auxiliaire ou pax a une pr�emisse et une 
on
lusion, toutes

deux �etiquet�ees par la même formule ?A

- un lien 1-plus ou �

1

(resp. 2-plus ou �

2

) a une pr�emisse et une 
on
lu-

sion, telles que si A est l'�etiquette de la pr�emisse, alors A�B (resp. B�A)

est l'�etiquette de la 
on
lusion, o�u B est une formule. Nous parlerons aussi

d'un lien plus ou � lorsque nous ne voudrons pas pr�e
iser s'il s'agit d'un

lien �

1

ou �

2

.

- un lien ave
 ou & a deux pr�emisses et une 
on
lusion. Si la pr�emisse

gau
he du lien est �etiquet�ee par la formule A et la pr�emisse droite du lien

est �etiquet�ee par la formule B, alors la 
on
lusion du lien sera �etiquet�ee

par la formule A&B

- un lien 
oad a deux pr�emisses et une 
on
lusion, toutes �etiquet�ees par la

même formule
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- un lien pour tout ou 8 (resp. il existe ou 9) a une pr�emisse et une


on
lusion, telles que si A (resp. A[T=X℄) est l'�etiquette de la pr�emisse,

alors 8XA (resp. 9XA) est l'�etiquette de la 
on
lusion. Nous dirons que

la variable X est la variable propre du lien 8.

Soit G un graphe orient�e obtenu en utilisant les liens 
i-dessus, et t.q. :

(�) toute arête de G est 
on
lusion d'un unique lien

(�) toute arête de G est pr�emisse d'au plus un lien.

Les arêtes de G qui ne sont pr�emisses d'au
un lien sont les 
on
lusions de

G.

Nous dirons qu'un tel graphe G est une pr�e-stru
ture de preuve s'il satisfait

les trois 
onditions suivantes :

(1) bô�te ! :

(1.i) �a tout lien bien sûr n est asso
i�e un (unique) sous-graphe orient�e B

!

de

G (satisfaisant (�) et (�)), tel que une parmi les 
on
lusions de B

!

est la


on
lusion de n et toute autre 
on
lusion de B

!

(il pourrait n'y en avoir

au
une) est 
on
lusion d'un lien pax. B

!

est appel�e une bô�te exponentielle

et est represent�e 
omme dans la �gure 1 ; n est appel�ee la porte prin
ipale

(pal en abr�eg�e) de B

!

(1.ii) �a tout lien pax n est asso
i�ee une bô�te exponentielle B

!

de G t.q. une

parmi les 
on
lusions de B

!

soit la 
on
lusion de n (voir �g.1) ; on dit que

n est une porte auxiliaire de B

!

(2) bô�te & :

(2.i) �a tout lien ave
 n est asso
i�e un (unique) sous-graphe B de G (satisfai-

sant (�) et (�)), tel que une parmi les 
on
lusions de B est la 
on
lusion

de n et toute autre 
on
lusion de B (il pourrait n'y en avoir au
une) est


on
lusion d'un lien 
oad. B est appel�e une bô�te additive et est represent�e


omme dans la �gure 2 ; n est appel�ee la porte & de B

(2.ii) �a tout lien 
oad n est asso
i�ee une bô�te additive B, telle que une

parmi les 
on
lusions de B est 
on
lusion de n (voir �g.2) ; on dit que n

est une porte 
oad de B

(3) 
ondition d'embô�tement :

deux bô�tes quel
onques (additives ou exponentielles), sont disjointes, ou

bien l'une d'entre elles est 
ontenue dans l'autre.
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B

R

!

pax pax !

A

!An1

n1?C

?C ?C

?C

Figure 1. La bô�te exponentielle B

!

de la pr�e-stru
ture de preuve G.

 coad coad &

R D CR
D

CA A A A
1 1 n n

A1 An D&C

B

Figure 2. La bô�te additive B de la pr�e-stru
ture de preuve G.

Les liens suivants sont appel�es liens logiques : par, tenseur, bien sûr,

der�eli
tion, 1-plus, 2-plus, ave
, pour tout, il existe. Par, tenseur, ave
, 1-

plus et 2-plus sont aussi appel�es liens logiques propositionnels. Les arêtes

d'une pr�e-stru
ture de preuve qui ne sont pr�emisses d'au
un lien, sont les


on
lusions de la pr�e-stru
ture de preuve.

Les arêtes d'une pr�e-stru
ture de preuve �etant orient�ees \des axiomes vers

les 
on
lusions", il n'y aura pas d'ambiguit�e lorsque nous dirons d'un 
hemin

qu'il \monte" o�u qu'il \des
end" dans la pr�e-stru
ture de preuve.
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Nous parlerons souvent de bô�tes, liens ou arêtes d'une pr�e-stru
ture de

preuve R 
ontenus dans une bô�te B (additive ou exponentielle) de R. Dans

le 
as des liens, nous ne 
onsid�ererons pas les portes de B 
omme des liens


ontenus dans B. En �e
rivant \un lien l (resp. une arête a) d'une bô�te

B (additive ou exponentielle)" d'une pr�e-stru
ture de preuve donn�ee, nous

sous-entendrons toujours que l (resp. a) est 
ontenu dans B ou bien que

l (resp. a) est une porte (resp. une 
on
lusion) de B. Si B est une bô�te

(additive ou exponentielle) d'une pr�e-stru
ture de preuve R, alors la plus

grande (resp. la plus petite) bô�te de R 
ontenant B est 
lairement d�e�nie,

grâ
e �a la 
ondition d'embô�tement de la d�e�nition 1.2.1.

Nous dirons qu'un lien ou une arête d'une pr�e-stru
ture de preuve R donn�ee

est �a profondeur exponentielle (resp. additive) n dans R, si il ou elle est


ontenu(e) dans exa
tement n bô�tes exponentielles (resp. additives) de R.

Dans le 
as d'une bô�te (additive ou exponentielle)B, nous dirons queB est �a

profondeur exponentielle (resp. additive) n dans R, si B est 
ontenue dans

exa
tement n bô�tes exponentielles (resp. additives) de R, toutes di��erentes

de B. Lorsque R est un r�eseau, 
ette même d�e�nition s'�etend au 
as d'un

sous-r�eseau de R (d�e�ni dans 1.3.12).

1.2.2. Remarque. Soit B une bô�te (additive ou exponentielle) de la pr�e-

stru
ture de preuve R. Une 
ons�equen
e imm�ediate de la d�e�nition 1.2.1 est

que le 
ontenu de B est une pr�e-stru
ture de preuve.

1.2.3. D

�

efinition. (pr�e-r�eseau) Soit R une pr�e-stru
ture de preuve. On

dira que R est une stru
ture de preuve ou un pr�e-r�eseau, lorsque :

(i) si une variable apparâ�t libre dans la formule �etiquette d'une 
on
lusion

de R, alors 
e n'est la variable propre d'au
un lien 8 de R

(ii) tout(e o

urren
e de) lien 8 fait usage d'une variable propre di��erente

(iii) si X est la variable propre d'un lien 8 d'une bô�te B de R, alors toute

o

urren
e de X est 
ontenue dans B

(iv) pour toute bô�te B de R, la pr�e-stru
ture de preuve 
ontenue dans B

est un pr�e-r�eseau.

1.2.4. Remarque. Derri�ere les 
onditions de la d�e�nition 1.2.3, se 
a
he

en fait le (p�enible) ph�enom�ene du renommage des variables : si par exemple

on a deux pr�e-r�eseaux R

1

et R

2

et on souhaite 
onne
ter une 
on
lusion de

R

1

et une 
on
lusion de R

2

par un lien 
, pour que les 
onditions de la

d�e�nition soient satisfaites par le r�eseau ainsi obtenu on peut être amen�e
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�a renommer des variables aparaissant libres dans des formules de R

1

ou/et

des variables aparaissant libres dans des formules de R

2

.

1.2.5. D

�

efinition. (graphe appari�e 1) Nous dirons que deux arêtes d'un

graphe orient�e sont 
o��n
identes, lorsqu'elles ont le même but. On dit que le


ouple (G;App(G)) est un graphe appari�e lorsque G est un graphe orient�e

et App(G) est un ensemble de n-uples (n � 2) d'arêtes deux �a deux distin
tes

et 
o��n
identes.

Soit R un pr�e-r�eseau et B

1

; : : : ; B

k

les bô�tes de R de profondeur additive

et exponentielle z�ero. On va asso
ier �a R un ensemble App(R) et un graphe

appari�e R

ap

= (G

R

; App(R)).

G

R

est obtenu �a partir de R de la fa�
on suivante :

- on substitue �a 
haque bô�te B

i

ave
 p

i


on
lusions (i 2 f1; : : : ; kg) un

noeud H ave
 p

i


on
lusions

- pour 
haque lien n 8 de variable propre X

n

et pour 
haque lien m qui

n'est pas un lien de l'une des bô�tes B

i

et dont une pr�emisse a une �etiquette


ontenant X

n

libre, on rajoute une arête ayant 
omme sour
e m et 
omme

but n

- pour 
haque lien n 8 de variable propre X

n

et pour 
haque lien m qui est

un lien de l'une des bô�tes B

i

et dont une pr�emisse a une �etiquette 
ontenant

X

n

libre, on rajoute une arête ayant 
omme sour
e le noeud H qui substitue

la bô�te 
ontenant m et ayant 
omme but n.

L'ensemble App(R) 
ontient les m-uples suivants (et eux seuls) :

- les 
ouples de pr�emisses de 
haque lien

}

et ?
o de profondeur additive et

exponentielle z�ero dans R

- les p-uples de toutes les arêtes in
identes dans un lien 8 de G

R

(parmi

lesquelles il y a bien sûr toujours au moins la pr�emisse du lien 8 
onsid�er�e).

1.2.6. D

�

efinition. (graphe de 
orre
tion 1) Soit R un pr�e-r�eseau et

B

1

; : : : ; B

k

les bô�tes de R de profondeur additive et exponentielle z�ero. Soit

R

ap

= (G

R

; App(R)) le graphe appari�e asso
i�e �a R par la d�e�nition 1.2.5.

Un swit
hing S de R est le 
hoix d'une arête pour 
haque n-uple de App(R).

A tout swit
hing S de R est asso
i�e un graphe non orient�e S(R), appel�e

graphe de 
orre
tion : on e�a
e, dans G

R

, pour 
haque n-uple de App(R),

toutes les arêtes qui ne sont pas s�ele
tionn�ees par S. On oublie ensuite les

�etiquettes et l'orientation des arêtes. On notera S(R) le graphe de 
orre
tion

de R asso
i�e �a S.

1.2.7. D

�

efinition. (r�eseau -pr�eliminaire-) SoitR un pr�e-r�eseau et B

1

; : : : ; B

k
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les bô�tes de R de profondeur additive et exponentielle z�ero. On dira que R

est un r�eseau lorque les 
onditions suivantes sont satisfaites :

- R satisfait (AC) : pour tout swit
hing S de R, le graphe de 
orre
tion S(R)

est a
y
lique

- pour toute bô�te exponentielle B

i

2 fB

1

; : : : ; B

k

g, le pr�e-r�eseau R

i


ontenu

dans B

i

est un r�eseau

- pour toute bô�te additiveB

i

2 fB

1

; : : : ; B

k

g, il existe deux r�eseaux disjoints

R

1

i

et R

2

i


ontenus dans B

i

, t.q. tout lien 
ontenu dans B

i

est soit un lien de

R

1

i

soit un lien de R

2

i

, toute 
on
lusion de R

1

i

(resp. R

2

i

) est pr�emisse d'une

porte de B

i

, et toute porte de B

i

a deux pr�emisses : une 
on
lusion de R

1

i

et une 
on
lusion de R

2

i

.

Si B est une bô�te additive du r�eseau T , alors (par d�e�nition de r�eseau) il

existe un sous-pr�e-r�eseau R de T qui est un r�eseau et t.q. B est �a profondeur

exponentielle et additive z�ero dans R. Si la 
on
lusion de la porte & de B est

�etiquet�ee par E&F , alors nous parlerons de la premi�ere (resp. la deuxi�eme)


omposante de B pour indiquer (ave
 les notations de la d�e�nition) 
elui

parmi R

1

i

et R

2

i

qui a E (resp. F ) parmi ses 
on
lusions, que l'on notera




1

(B) (resp. 


2

(B)). Nous �e
rirons aussi 


i

(B), en sous-entendant toujours

i 2 f1; 2g ; et nous dirons aussi de 


i

(B) que 
'est la 
omposante i de B.

Soit LL

0

2

le 
al
ul des s�equents lin�eaire du se
ond ordre ave
 la r�egle mix.

On montre par indu
tion sur la preuve de LL

0

2

que, modulo le renommage

�eventuel de 
ertaines variables (le renommage dont il �etait question dans la

remarque 1.2.4), �a toute preuve on peut asso
ier un r�eseau.

La r�e
iproque est notoirement un r�esultat diÆ
ile. Cependant, le le
teur

ayant une 
ertaine familiarit�e ave
 les r�eseaux n'aura pas de mal �a se 
onvain
re

du fait que le th�eor�eme suivant est vrai, et nous ne le priverons pas de 
e

plaisir...(d'autant plus que nous montrerons bientôt un \meilleur" r�esultat).

1.2.8. Th

�

eor

�

eme. Si R est un r�eseau, alors il existe un preuve � de LL

0

2

t.q. R est le r�eseau asso
i�e �a �. � est alors appel�ee une s�equentialisation de

R.

1.3 Les r�eseaux ave
 sauts

La d�e�nition 1.2.7 est une d�e�nition tr�es g�en�erale de r�eseau, et on pour-

rait essayer de prouver des r�esultats tels que la normalisation forte ou la


on
uen
e, relativement �a 
ette notion de r�eseau. Sans additifs, 
e
i peut

être fait en adaptant �a 
e 
adre les d�emonstrations de [Girard 87℄ et de
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[Danos 90℄. Mais d�es qu'on rajoute les 
onne
teurs additifs, on est fatale-

ment amen�e �a d�e�nir une notion (plus ou moins g�en�erale) de sous-r�eseau, �a


ause de l'�etape �el�ementaire de r�edu
tion 
ommutative additive. La pr�esen
e

de graphes de 
orre
tion non-
onnexes rend 
ette notion d�eli
ate �a d�e�nir ;

la notion na��ve (un sous-r�eseau est une sous-stru
ture de preuve qui est un

r�eseau) pouvant donner lieu �a des graphes in
orre
ts : la pr�e-stru
ture de

preuve obtenue �a partir d'un r�eseau en �eliminant une 
oupure 
ommutative

additive peut ne plus être un r�eseau. Que le le
teur qui d�esire s'en 
onvain
re

simplement 
onsid�ere le r�eseau B qui est une bô�te additive dont une porte


oad a 
omme 
on
lusion une arête �etiquet�ee par A, et le r�eseau T 
onstitu�e

par deux liens axiome tous deux de 
on
lusions A;A

?

et 
oup�es entre eux.

Qu'il 
onsid�ere ensuite le r�eseau R obtenu en 
oupant B et T . Le sous-

graphe T

0

de T 
onstitu�e des deux liens axiome (mais sans le lien 
oupure)

est un r�eseau (dans le sens de la d�e�nition 1.2.7) : en le dupliquant (
.�a.d.

en e�e
tuant une e.e.r. [

ad℄, voir la d�e�nition 2.2.3 du 
hapitre suivant) on

aboutit �a une bô�te additive o�u les 
on
lusions de deux portes sont pr�emisses

d'un même lien 
oupure. Nous n'avons don
 plus a�aire �a un r�eseau (dans

le sens de la d�e�nition 1.2.7). Il faut alors trouver un moyen de d�e�nir un

r�eseau (et don
 un sous-r�eseau) 
omme un pr�e-r�eseau dont tous les graphes

de 
orre
tion sont, non seulement a
y
liques, mais aussi 
onnexes.

Puisque la seule 
ause de dis
onnexit�e dans les graphes de 
orre
tion est

la pr�esen
e des liens a�aiblissement, nous introduisons la notion de saut,

dont le but est 
elui de \
onne
ter" 
haque lien a�aiblissement d'un r�eseau

�a une de ses bô�tes (additives ou exponentielles) ou �a un de ses liens axiome.

L'id�ee d'introduire la notion de sauts pour les a�aiblissements n'est pas

nouvelle : que nous sa
hions, 
'est une id�ee de Jean-Yves Girard, dont il

est expli
itement question dans l'appendi
e de [Girard 95a℄. Cependant, les

travaux faisant un usage pr�e
is de 
ette id�ee dans un 
adre g�en�eral tel que

le notre sont tr�es rares. A notre 
onnaissan
e, seul le travail [Laurent 99℄

utilise expli
itement une notion de saut (dans le 
as restreint de la logique

lin�eaire polaris�ee), prin
ipalement dans le but de prouver un th�eor�eme de

s�equentialisation (dans le style des th�eor�emes 1.2.8 et 1.3.10).

1.3.1. D

�

efinition. Soit R un r�eseau et B une bô�te additive de R. Soient

l

1

et l

2

(resp. a

1

et a

2

, B

1

et B

2

) deux liens (resp. arêtes, bô�tes) de R. Nous

dirons que B s�epare l

1

et l

2

(resp. a

1

et a

2

, B

1

et B

2

), lorsqu'ils (elles) sont


ontenu(e)s dans deux 
omposantes di��erentes de B. Nous dirons aussi que

l

1

et l

2

(resp. a

1

et a

2

, B

1

et B

2

) sont s�epar�e(e)s par B, ou tout simplement

s�epar�e(e)s.
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1.3.2. Remarque. Il est bien �evident que si deux liens, arêtes ou bô�tes

d'un r�eseau R sont s�epar�es, alors il existe une unique bô�te (additive) qui les

s�epare, et nous pourrons don
 �a juste titre parler de la bô�te qui les s�epare.

Dans la d�e�nition suivante, la 
ondition (1) va nous assurer qu'apr�es une

�etape �el�ementaire de r�edu
tion quel
onque (voir 
hapitre suivant) 
haque

lien a�aiblissement est en
ore 
onne
t�e �a une bô�te ou �a un lien axiome, la


ondition (2) va nous garantir qu'il n'y a pas \trop" de sauts, et la 
ondition

(3) est 
lairement n�e
�essaire pour le th�eor�eme de s�equentialisation (th�eor�eme

1.3.10).

1.3.3. D

�

efinition. Soit T un pr�e-r�eseau, W l'ensemble des liens a�aiblis-

sement de T , Ax l'ensemble des liens axiome de T , et P(Ax) l'ensemble des

parties de Ax. Soit j

T

une fon
tion de domaine W et 
odomaine P(Ax).

On dit que (T; j

T

) est un pr�e-r�eseau ave
 sauts lorsque pour tout lien n

de W , il existe un entier k � 1 t.q. j

T

(n) = fy

1

; : : : ; y

k

g, et les 
onditions

suivantes sont satisfaites :

(1) si y 2 j

T

(n) est un lien 
ontenu dans une bô�te additive B qui ne 
ontient

pas n, alors il existe y

0

2 j

T

(n) t.q. B s�epare y et y

0

.

(2) si i; j 2 f1; : : : ; kg et i 6= j, alors il existe une bô�te additive B

ij

qui ne


ontient pas n et qui s�epare y

i

et y

j

.

(3) si B est une bô�te (additive ou exponentielle) et n est un lien de B, alors

tout lien de j

T

(n) est un lien de B.

Les liens axiome de j

T

(n) sont appel�es les sauts de n, et la fon
tion j

T

est

appel�ee fon
tion de saut.

1.3.4. Remarque. On utilise les notations de la d�e�nition pr�e
�edente.

(i) Si k � 2 alors il existe une bô�te additive de T 
ontenant tous les liens

de j

T

(n). Dans 
e 
as, on notera B

n

la plus petite parmi 
es bô�tes. Il est

fa
ile de v�eri�er que B

n

ne 
ontient pas n.

(ii) Si y est un saut du lien a�aiblissement n, alors j

T

(n) = fyg ssi n et y

sont 
ontenus dans les mêmes bô�tes additives de T .

On va maintenant 
her
her �a donner au le
teur une expli
ation \intuitive"

de la d�e�nition 
i-dessus.

Soit � une preuve de LL

2

ne 
ontenant au
une o

urren
e de la r�egle Hyp.

On peut asso
ier �a � un (unique) r�eseau (dans le sens de la d�e�nition 1.2.7)

R

�

. Nous allons d�e
rire 
omment la preuve � d�e�nit aussi une fon
tion de

saut j

R

�

qui fait de (R

�

; j

R

�

) un pr�er�eseau ave
 sauts (en fait, il s'agira d'un
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r�eseau ave
 sauts, dans le sens 
ette fois de la d�e�nition 1.3.7). La des
ription

qui suit montre bien que j

R

�

n'est pas (en g�en�eral) unique.

Soit S une r�egle a�aiblissement de � et w

S

le lien de R

�

asso
i�e �a S. Il

faut d�e�nir un ensemble j

R

�

(w

S

) de liens axiome de R

�

. Pla�
ons-nous dans

l'arbre de preuve � sur la r�egle S, et imaginons de \remonter" les di��erentes

bran
hes de � jusqu'aux axiomes. Plus pr�e
is�ement : lorsqu'on ren
ontre

une r�egle ave
 une seule pr�emisse on 
ontinue, lorsqu'on ren
ontre une r�egle

ave
 deux pr�emisses (
.�a.d. une r�egle & ou une r�egle 
), si 
'est une r�egle


 on 
hoisit (arbitrairement) une des deux fa�
ons possibles de 
ontinuer �a

\remonter" l'arbre de preuve, tandis que si 
'est une r�egle & on 
ontinue �a

\monter" en suivant les deux bran
hes de l'arbre de preuve. Ce pro
essus

se termine en un 
ertain nombre (for
�ement non nul, �a 
ause de l'absen
e

de r�egles Hyp dans �) de r�egles axiome. L'ensemble j

R

�

(w

S

) est l'ensemble

des liens axiome de R

�

asso
i�es �a 
es r�egles.

R�e
iproquement, supposons maintenant que T ne soit pas seulement un pr�e-

r�eseau ave
 sauts, mais aussi un r�eseau (suivant maintenant la d�e�nition

1.3.7 et le th�eor�eme 1.3.10).

Si j

T

(n) = fyg, et y et n sont 
ontenus dans les mêmes bô�tes (additives

et exponentielles) de T , alors pour 
haque s�equentialisation de T la r�egle

a�aiblissement 
orrespondant �a n \suivra" la r�egle axiome 
orrespondant �a

y.

Si j

T

(n) = fyg, et y est 
ontenu dans une bô�te qui ne 
ontient pas n, alors (�a


ause de la 
ondition (1) de la d�e�nition) la bô�te en question est for
�ement

exponentielle. Soit B

!

la plus grande parmi 
es bô�tes et m la pal de B

!

.

Pour toute s�equentialisation de T , la r�egle 
orrespondant �a n \suivra" la

r�egle bien sûr 
orrespondant �a m.

Si k � 2, alors soit m la porte & ou bien la pal de la plus grande bô�te

B de T ne 
ontenant pas n et qui 
ontient fy

1

; : : : ; y

k

g (B peut être la

bô�te additive B

n

). Pour toute s�equentialisation de T , la r�egle a�aiblissement


orrespondant �a n \suivra" la r�egle ave
 ou bien sûr 
orrespondant �a m.

Grâ
e �a la notion de saut, on a \
onne
t�e" 
haque lien a�aiblissement �a une

bô�te ou �a un lien axiome : on va aboutir �a une notion de r�eseau pour la-

quelle les graphes de 
orre
tion ne sont plus seulement a
y
liques mais aussi


onnexes (voir d�e�nition 1.3.7). Ce
i permet de d�e�nir une notion plus �ne

de sous-r�eseau (voir d�e�nition 1.3.12) qui 
onduit �a une d�e�nition 
orre
te

de l'�etape �el�ementaire de r�edu
tion 
ommutative additive (voir th�eor�eme

2.3.5).

1.3.5. D

�

efinition. (graphe appari�e 2) Soit (R; j

R

) un pr�e-r�eseau ave
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sauts. On va asso
ier �a (R; j

R

) un ensemble App(R) et un graphe appari�e

que nous noterons en
ore R

ap

= (G

R

; App(R)), et qui est obtenu �a partir du

graphe G

R

d�e�ni en 1.2.5 en rajoutant une arête en plus pour 
haque lien

a�aiblissement n de R de profondeur additive et exponentielle z�ero :

- si j

R

(n) = fyg et y est �a profondeur additive et exponentielle z�ero dans R,

alors nous rajoutons une arête ayant 
omme sour
e n et 
omme but y

- autrement, nous rajoutons une arête ayant 
omme sour
e n et 
omme but le

noeud H de G

R

substituant la bô�te de profondeur additive et exponentielle

z�ero dans R qui 
ontient tous les liens de j

R

(n).

1.3.6. D

�

efinition. (graphe de 
orre
tion 2) La d�e�nition de swit
hing

et de graphe de 
orre
tion est identique �a 
elle donn�ee en 1.2.6, �a la di��eren
e

que R

ap

(don
 G

R

) sera 
elui de la d�e�nition 1.3.5 et non pas 
elui de la

d�e�nition 1.2.5.

La d�e�nition suivante est la d�e�nition d�e�nitive de r�eseau, �a laquelle (sauf

mention expli
ite du 
ontraire) nous ferons toujours r�ef�eren
e dans la suite.

PN

2

est l'ensemble de tous les r�eseaux.

1.3.7. D

�

efinition. (r�eseau -d�e�nitive-) Soit (R; j

R

) un pr�e-r�eseau ave


sauts et B

1

; : : : ; B

k

les bô�tes de profondeur additive et exponentielle z�ero

dans R. Nous dirons que (R; j

R

) est un r�eseau lorsque les 
onditions sui-

vantes sont satisfaites :

- R satisfait (ACC) : pour tout swit
hing S de R, le graphe de 
orre
tion

S(R) est a
y
lique et 
onnexe

- pour toute bô�te exponentielle B

i

2 fB

1

; : : : ; B

k

g, soit R

i

le pr�e-r�eseau


ontenu dans B

i

, et soit j

R

i

la restri
tion de j

R

aux liens a�aiblissement de

R

i

. On demande que (R

i

; j

R

i

) soit un r�eseau

- pour toute bô�te additive B

i

2 fB

1

; : : : ; B

k

g, soient R

1

i

et R

2

i

les deux

pr�e-r�eseaux de la de�nition 1.2.7, et soit j

R

1

i

(resp. j

R

2

i

) la restri
tion de

j

R

aux liens a�aiblissement de R

1

i

(resp. R

2

i

). On demande que (R

1

i

; j

R

1

i

) et

(R

2

i

; j

R

2

i

) soient deux r�eseaux.

Dans la suite, nous mentionnerons rarement la fon
tion j

R

et nous parlerons

le plus souvent d'un \r�eseau R", en sous-entendant toujours qu'il s'agit en

fait d'un \r�eseau (R; j

R

)".

Comme dans le 
as de LL

0

2

, on peut montrer par indu
tion que, modulo

le renommage �eventuel de 
ertaines variables, �a 
haque preuve de LL

2

(le


al
ul des s�equent lin�eaire du se
ond ordre sans la r�egle mix) est asso
i�e un

r�eseau.
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1.3.8. D

�

efinition. (noeud s
indant) Soit R un r�eseau et n un lien de

R. On dira que n est s
indant pour R

ap

lorsque n satisfait une des deux


onditions qui suivent :

- n est un lien 
ut ou 
 de 
on
lusion a, et il existe deux sous-graphes

disjoints de G

R

G

1

et G

2

, t.q. G

R

peut s'obtenir en 
onne
tant une arête


on
lusion de G

1

et une arête 
on
lusion de G

2

par le biais du lien n (et de

sa 
on
lusion dans le 
as du 
)

- n est un lien 8,

}

ou ?
o et il existe deux sous-graphes disjoints de G

R

G

1

et G

2

dont l'union est G

R

, tels que G

1


ontient n mais ne 
ontient pas sa


on
lusion qui est 
ontenue dans G

2

, et l'unique arête de G

R


onne
tant un

noeud de G

1

et un noeud de G

2

est la 
on
lusion de n.

La proposition suivante est une 
ons�equen
e dire
te de la proposition 4-5

p.22 de [Danos 90℄.

1.3.9. Proposition. (n-uple s
indant) Si R est un r�eseau 
ontenant au

moins un lien 8,

}

ou ?
o de profondeur additive et exponentielle z�ero, alors

un parmi 
es liens est s
indant pour R

ap

.

1.3.10. Th

�

eor

�

eme. (s�equentialisation) Si (R; j

R

) est un r�eseau, alors il

existe une preuve � de LL

2

t.q. (R; j

R

) est le r�eseau asso
i�e �a �. La preuve

� est alors appel�ee une s�equentialisation de (R; j

R

).

D�emonstration : Soient les entiers p, k et q d�e�nis �a partir de R par :

p := profondeur maximale des liens de R

k := nombre de liens 8,

}

, ?
o de R de profondeur z�ero

q := nombre de liens de R de profondeur z�ero.

On pro
�ede par indu
tion sur les triplets (p; k; q) ordonn�es lexi
ographique-

ment.

On va d'abord d�emontrer le th�eor�eme pour k = 0 (
as 1).

(1.1) : Si une parmi les 
on
lusions de R est 
on
lusion d'un lien ?w, � ou

?de, alors le r�esultat est une 
ons�equen
e imm�ediate de l'hypoth�ese d'indu
-

tion (q va diminuer).

En guise d'exemple 
onsid�erons le 
as de l'a�aiblissement : appelons R

0

la

stru
ture de preuve obtenue �a partir de R en e�a�
ant le lien a�aiblissement

n et sa 
on
lusion a �etiquet�ee par ?A. R

0

est un pr�e-r�eseau, et on peut


onsid�erer la restri
tion j

R

0

de j

R

�a R

0

(on a tout simplement e�a
�e les sauts

de n). R

0

satisfait la 
ondition (ACC) de la d�e�nition 1.3.7. Par hypoth�ese

d'indu
tion il existe don
 une preuve �

0

de LL

2

ayant 
omme 
on
lusions le

s�equent des �etiquettes des 
on
lusions de R

0

. La preuve � 
her
h�ee est alors
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obtenue en appliquant au s�equent 
on
lusion de �

0

une r�egle a�aiblissement

de 
on
lusion ?A.

(1.2) : Si au
une 
on
lusion de R n'est 
on
lusion d'un lien ?w, � ou ?de, et

si il y a dans G

R

un lien 
 ou bien un lien 
ut, alors il est fa
ile de voir que

l'a
y
li
it�e des graphes de 
orre
tion implique l'existen
e d'un lien 
 ou 
ut

s
indant. On applique alors 
omme 
i-dessus l'hypoth�ese d'indu
tion, et on

obtiendra la preuve 
her
h�ee en appliquant aux deux preuves fournies par

l'hypoth�ese d'indu
tion une r�egle 
 ou bien une 
oupure, selon le 
as.

(1.3) : Si au
une 
on
lusion de R n'est 
on
lusion d'un lien ?w, � ou ?de et

si il n'y a pas dans G

R

de liens 
 ni 
ut mais il y a un lien axiome, alors

par 
onnexit�e des graphes de 
orre
tion le lien axiome est le seul lien de R,

et la 
on
lusion est �evidente.

(1.4) : Autrement, toutes les 
on
lusions de R sont des 
on
lusions de portes

de bô�te. Par 
onnexit�e (et par la 
ondition d'embô�tement de la d�e�nition

1.2.1), R est alors une bô�te B. B 
ontient un (resp. deux) r�eseau(x) si 
'est

une bô�te exponentielle (resp. additive), au(x)quel(s) on applique l'hypoth�ese

d'indu
tion (
ette fois 
'est p qui a diminu�e) : on obtient une (resp. deux)

preuve(s) �

0

(resp. �

1

et �

2

) �a laquelle (resp. auxquelles) on appliquera la

r�egle d'introdu
tion du bien sûr (resp. du &).

Passons maintenant au 
as vraiment signi�
atif dans lequel k 6= 0 (
as 2).

Par la proposition 1.3.9, il existe un lien

}

, ?
o ou bien 8 qui est s
indant

pour R

ap

. Appelons n 
e lien.

Les trois 
as possibles pour n se traitent de la même fa�
on, mais pour �xer les

id�ees nous supposerons que n est un lien 8 dont la pr�emisse a

1

est �etiquet�ee

par A[X℄ et la 
on
lusion a

2

par 8XA. Soient G

1

et G

2

les deux sous-graphes

de G

R

fournis par la d�e�nition 1.3.8, notons 
 (resp. Æ) les arêtes 
on
lusions

de G

1

(resp. de G

2

), et � (resp. �) leurs �etiquettes. Appelons G

0

1

le graphe

obtenu �a partir de G

1

en e�a�
ant le noeud n, et G

0

2

le graphe obtenu �a partir

de G

2

en substituant l'arête a

2

par un lien H ayant 
ette même arête 
omme


on
lusion.

Puisque n est s
indant, il existe une pr�e-stru
ture de preuve R

1

de 
on
lu-

sions a

1

; 
 et une pr�e-stru
ture de preuve R

2

de 
on
lusions Æ t.q. :

- pour tout l lien ?w de R, l est un lien de R

1

(et alors tous les liens de j

R

(l)

sont des liens de R

1

) ou bien l est un lien de R

2

(et alors tous les liens de

j

R

(l) sont des liens de R

2

)

- si on appelle j

R

1

(resp. j

R

2

) la restri
tion de j

R

aux liens ?w de R

1

(resp.

de R

2

), alors (R

1

; j

R

1

) (resp. (R

2

; j

R

2

)) est un pr�e-r�eseau ave
 sauts

- R

1ap

= (G

0

1

; App(R

1

)), R

2ap

= (G

0

2

; App(R

2

)) et App(R) est l'union dis-

jointe de App(R

1

), App(R

2

) et du m-uple de toutes les arêtes de G

R

in
i-

dentes en n.
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La seule 
hose qui n'est pas imm�ediate �a veri�er est que R

1

et R

2

satisfont

la 
ondition (i) de la d�e�nition 1.2.3 de pr�e-r�eseau : soit C l'�etiquette d'une


on
lusion de R

1

. Si C n'est pas l'�etiquette A[X℄ de a

1

, alors au
une variable

libre de C n'est la variable propre d'un lien 8 de R (don
 �a fortiori de R

1

). Si

C est l'�etiquette A[X℄ de a

1

, alors soit Y une variable libre de C. Si Y 6= X

et si Y est la variable propre d'un lien 8 de R

1

, alors la 
on
lusion a

2

du lien

n ne peut pas être 
on
lusion de R (par (i) de la d�e�nition de pr�er�eseau).

Soit alorsm le lien de R dont a

2

est une pr�emisse. On aurait alors, dans R

ap

,

une arête entre le lien 8 de R

1

de variable propre Y et m, 
e qui 
ontredit

le fait que n est s
indant.

Quant au 
as Y = X, si X �etait la variable propre d'un lien 8 de R

1

, alors


e serait la variable propre de deux liens 8 di��erents de R, 
e qui 
ontredit

(ii) de la d�e�nition 1.2.3. Le 
as des 
on
lusions de R

2

est imm�ediat.

R

1

et R

2

satisfont la 
ondition (ACC) de la d�e�nition 1.3.7. Par hypoth�ese

d'indu
tion il existe don
 une preuve �

1

(resp. �

2

) de LL

2

ayant 
omme


on
lusions le s�equent ` �; A[X℄ (resp. ` �). La preuve � 
her
h�ee est alors

obtenue en appliquant au s�equent 
on
lusion de �

1

une r�egle d'introdu
tion

du 8 de 
on
lusion ` �;8XA, et en substituant la preuve ainsi obtenue �a la

r�egle Hyp de 
on
lusion 8XA dans �

2

. Pour se 
onvain
re que � est bien

une preuve de LL

2

, il suÆra de prouver :

(a) il n'y a pas d'o

urren
e de X libre dans �

(b) toute r�egle d'introdu
tion du 8 dans �

2

n'utilise pas 
omme variable

propre une variable aparaissant libre dans � ou dans 8XA.

(a) et (b) sont toutes les deux des 
ons�equen
es imm�ediates du fait que R

est un pr�e-r�eseau, et du fait n est s
indant. �

1.3.11. Remarque. Il est bien �evident que tout r�eseau asso
i�e �a une preuve

de LL

2

ne faisant pas usage de la r�egle Hyp est un r�eseau sans liens H, la

r�e
iproque �etant tout aussi �evidente. C'est don
 �a 
ette notion de r�eseau que

nous ferons r�ef�eren
e dans la suite de la th�ese.

1.3.12. D

�

efinition. Soit (T; j

T

) un r�eseau et R un sous-graphe de T . Nous

dirons que R est un sous-r�eseau de T , quand (R; j

R

) est un r�eseau, o�u j

R

est la restri
tion de j

T

�a l'ensemble des liens a�aiblissement de R.

1.3.13. Remarque. (i) Si R est un sous-r�eseau du r�eseau T et n est un

lien a�aiblissement de R, alors les liens de j

R

(n) = j

T

(n) sont des liens de

R.
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(ii) Si B est une bô�te additive du r�eseau (R; j

R

), alors (voir d�e�nition 1.3.7)

(


i

(B); j




i

(B)

) (resp. (B; j

B

)), o�u j




i

(B)

(resp. j

B

) est la restri
tion �a 


i

(B)

(resp. B) de j

R

, est un sous-r�eseau de (R; j

R

).

Le lemme suivant est une 
ons�equen
e des d�e�nitions 1.3.7 et 1.3.12 de

r�eseau et sous-r�eseau, et nous en ferons usage dans l'annexe A. Le le
teur

ne manquera 
ertainement pas de remarquer que 
e lemme n'est pas vrai si

l'on fait r�ef�eren
e �a la notion pr�eliminaire de r�eseau fournie par la d�e�nition

1.2.7.

1.3.14. Lemme. Soit (T; j

T

) un r�eseau. Appelons T

j

le graphe obtenu �a

partir de T en dessinant les arêtes 
onne
tant les liens a�aiblissement de T

ave
 leurs sauts. Si (R; j

R

) est un sous-r�eseau de (T; j

T

), et si m et n sont

deux liens de R, alors il existe un 
hemin (orient�e) de T

j

ayant m 
omme

lien initial et n 
omme lien terminal, et qui ne traverse que des liens de R.
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Chapitre 2

Normalisation des r�eseaux de

PN

2

Nous allons nous o

uper, dans 
e 
hapitre, des �etapes �el�ementaires de

r�edu
tion (e.e.r.) asso
i�ees aux liens 
oupure de PN

2

. Celles-
i seront des

d�eformations des graphes que sont les r�eseaux. Une fois la pro
�edure d'�elimination

des 
oupures d�e�nie, il s'agira de montrer que nos �etapes de normalisation

pr�eservent la 
orre
tion (th�eor�eme 2.3.5).

Le 
adre tr�es g�en�eral dans lequel nous nous sommes pla
�es nous empê
he

d'invoquer des th�eor�emes similaires d�ej�a d�emontr�es.

2.1 La notion de substitution

2.1.1. D

�

efinition. (variante de [DanReg 95℄) Soit R une pr�estru
ture

de preuve. Un 
hemin de R est une suite d'arêtes ou d'arêtes renvers�ees

(
.�a.d. qu'un 
hemin peut par
ourir une arête de son but vers sa sour
e).

Nous noterons �; �; : : : les arêtes d'une pr�estru
ture de preuve (orient�ees


omme d'habitude suivant la d�e�nition 1.2.1) et �

�

; �

�

; : : : les arêtes pr�e
edentes

\renvers�ees" (
.�a.d. orient�ees maintenant dans la dire
tion oppos�ee). Soit a

(resp. b) une arête ou une arête renvers�ee dont le but (resp. la sour
e) est le

lien n ; nous �e
rirons ab pour indiquer le 
hemin 
onstitu�e de l'arête a suivie

du lien n, lui-même suivi de l'arête b.

Nous dirons que le 
hemin � de R est un 
hemin droit si :

(i) � ne 
ontient pas de sous-
hemins �

�

� ni ��

�

(ii) Si � et � sont deux pr�emisses d'un même lien n et si ��

�

est un sous-


hemin de �, alors n est un lien 
oupure

39
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(iii) � ne 
ontient pas de sous-
hemins �

�

�, o�u � et � sont deux 
on
lusions

d'un même lien H.

Dans la suite de la th�ese, sauf mention expli
ite du 
ontraire, lorque nous

�e
rirons \
hemin" nous ferons toujours r�ef�eren
e �a la notion de \
hemin

droit" de la d�e�nition pr�e
�edente.

Nous parlerons souvent d'un \
hemin ayant n 
omme premier lien et m


omme lien terminal" : il s'agira du 
hemin dont la premi�ere arête est 
elle

qui vient \apr�es" n (relativement �a l'orientation du 
hemin en question) et

dont la derni�ere arête est 
elle qui vient \avant" m (toujours relativement

�a l'orientation du 
hemin en question). Nous parlerons aussi d'un \
hemin

ayant n 
omme premier lien et a 
omme arête terminale" : il s'agira du


hemin dont la premi�ere arête est 
elle qui vient \apr�es" n et dont la derni�ere

arête est a. Si � et 	 sont deux 
hemins d'un r�eseau R, nous noterons �\	

l'ensemble des liens et des arêtes (orient�ees) qui appartiennent �a � et �a 	.

2.1.2. D

�

efinition. Soit R un pr�er�eseau, et soit � un 
hemin de R ayant

n 
omme premier lien et m 
omme lien terminal (resp. a 
omme arête ter-

minale). Nous dirons que � est un 
hemin dire
t ssi les deux 
onditions

suivantes sont satisfaites :

(i) � ne 
ontient au
un lien 
ut (ex
ept�e �eventuellement m), et au
un lien

axiome (ex
ept�e �eventuellement n)

(ii) 
haque arête de � est orient�e du haut vers le bas (i.e. il s'agit d'une arête

-et pas d'une arête renvers�ee- de R).

Intuitivement, un 
hemin 
hange de dire
tion lorsqu'il traverse un lien axiome

ou 
oupure, et il peut 
ontenir des arêtes des
endantes et des arêtes as
en-

dantes. Ce n'est pas le 
as d'un 
hemin dire
t : il ne peut pas 
hanger de

dire
tion (
ondition (i)) et toutes ses arêtes sont des
endantes (
ondition

(ii)). On peut dire (de fa�
on un peu impr�e
ise) que si A est l'�etiquette d'une


on
lusion d'un r�eseau ou bien de la pr�emisse d'un lien 
oupure, alors un


hemin dire
t est un 
hemin issu d'une sous-formule de A et ayant A 
omme

arête terminale.

2.1.3. Remarque. Soit R un r�eseau et m un lien de R. Une et une seule

des deux 
onditions suivantes est satisfaite :

(1) il existe un lien 
oupure 
 de R et un (unique) 
hemin dire
t �

m

ayant

m 
omme premier lien et 
 
omme lien terminal

(2) il existe une arête 
on
lusion a de R et un (unique) 
hemin dire
t �

m

ayant m 
omme premier lien et a 
omme arête terminale.
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Intuitivement, tout lien d'un r�eseau R \est issu" d'un lien logique, axiome ou

a�aiblissement, 
omme l'exprime plus pr�e
is�ement le lemme qui suit. Nous

dirons alors que le lien n du r�eseau R est un lien prin
ipal de R si n est

un lien logique, axiome ou a�aiblissement.

2.1.4. Lemme. Soit T un r�eseau. Pour tout lien n de T , il existe un lien

prin
ipal l et un 
hemin dire
t � de T ayant l 
omme premier lien et n


omme lien terminal.

D�emonstration : Evident. �

Nous utiliserons le lemme suivant pour d�e�nir les �etapes �el�ementaires de

r�edu
tion des r�eseaux, ainsi que la notion de substitution d'un sous-r�eseau

�a un autre dans un r�eseau.

2.1.5. Lemme. Soit B une bô�te additive du r�eseau (R; j

R

) et soit t une

porte de B.

Il existe un entier h � 2 et un ensemble Ax

t

= fz

1

; : : : ; z

h

g de liens axiome

de B t.q. les 
onditions suivantes sont satisfaites :

(i) si z 2 Ax

t

est un lien d'une bô�te additive B

0


ontenue dans B (
'est en

parti
ulier le 
as pour B), il existe z

0

2 Ax

t

t.q. B

0

s�epare z

0

et z

(ii) si z

i

; z

j

2 fz

1

; : : : ; z

h

g et z

i

6= z

j

, il existe une bô�te addititveB

ij


ontenue

dans B (on peut avoir B

ij

= B) qui s�epare z

i

et z

j

(iii) 8i 2 f1; : : : ; hg il existe un 
hemin dire
t 	

t

ayant t 
omme lien terminal

t.q. z

i

satisfait une des deux 
onditions suivantes :

(�) 	

t

a z

i


omme lien initial

(�) il existe un lien a�aiblissement m

i

de B t.q. z

i

2 j

R

(m

i

) et 	

t

a m

i


omme lien initial.

D�emonstration : Soit L l'ensemble des liens axiome ou a�aiblissement l

de B t.q. il existe un (unique) 
hemin dire
t �

l

de T ayant l 
omme premier

lien et t 
omme lien terminal. On note ℄�

l

le nombre de portes de bô�tes

additives (t 
omprise) travers�ees par �

l

. Evidemment L 6= ;.

On pro
�ede par indu
tion sur p = maxf℄�

l

: l 2 Lg.

Si p = 1, alors pour i 2 f1; 2g il existe y

i

2 


i

(B) t.q. l'unique porte de bô�te

additive travers�ee par �

y

i

est t (en g�en�eral il y aura bien sûr plusieurs de 
es

liens et nous 
hoisissons un d'entre eux pour 
ha
une des 
omposantes de

B). L'ensemble Ax

t

= Y

1

[Y

2

fera l'a�aire, o�u pour i 2 f1; 2g on a Y

i

= fy

i

g

si y

i

est un lien axiome, et Y

i

= j

R

(y

i

) si y

i

est un lien a�aiblissement.

Remarquons que 	

t

= �

y

i

, et si y

i

est un lien axiome, alors y

i

satisfait la
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ondition (�), tandis que si y

i

est un lien a�aiblissement alors 
haque lien

z 2 j

R

(y

i

) satisfait la 
ondition (�).

Si p > 1 il existe un lien u 2 L t.q. ℄�

u

> 1. Supposons par exemple que

u 2 


1

(B). Soit B

1

la plus grande bô�te additive de 


1

(B) 
ontenant u et

soit t

1

la porte de B

1

travers�ee par �

u

. Soit L

1

l'ensemble des liens axiome

ou a�aiblissement l de B

1

t.q. il existe un (unique) 
hemin dire
t �

1

l

de T

ayant l 
omme premier lien et t

1


omme lien terminal. Tout lien l de L

1

est

un lien de L, et dans 
e 
as �

1

l

est un sous-
hemin de �

l

et ℄�

1

l

< ℄�

l

. On a

p

1

= maxf℄�

1

l

: l 2 L

1

g < p et on peut appliquer l' hypoth�ese d'indu
tion �a

B

1

: il existe un entier h

1

� 2 et un ensemble Ax

t

1

= fz

1

1

; : : : ; z

1

h

1

g de liens

axiome de B

1

qui satisfont les 
onditions du lemme.

Si il y a aussi un lien u

0

2 


2

(B) t.q. ℄�

u

0

> 1, alors appelons B

2

la plus

grande bô�te additive de 


2

(B) 
ontenant u

0

, t

2

la porte de B

2

travers�ee par

�

u

0

et appliquons (
omme avant) l'hypoth�ese d'indu
tion �a B

2

: il existe un

entier h

2

� 2 et un ensemble Y

2

= Ax

t

2

= fz

2

1

; : : : ; z

2

h

2

g de liens axiome de

B

2

qui satisfont les 
onditions du lemme. Si un tel lien u

0

n'existe pas, alors

il existe y

2

2 


2

(B)\L t.q. la seule porte de bô�te additive travers�ee par �

y

2

est t. Dans 
e 
as, si y

2

est un lien axiome, on pose Y

2

= fy

2

g, tandis que

si y

2

est un lien a�aiblissement on pose Y

2

= j

R

(y

2

). Nous allons montrer

que, dans tous les 
as, l'ensemble Ax

t

= Ax

t

1

[Y

2

satisfait les 
onditions du

lemme.

Condition (i) : elle est satisfaite par hypoth�ese d'indu
tion par les bô�tes

additives 
ontenues dans B

1

(B

1


omprise) et don
 par toute bô�te additive

de 


1

(B). Si il existe u

0

2 


2

(B) t.q. ℄�

u

0

> 1, alors la 
ondition (i) est

aussi satisfaite par les bô�tes additives 
ontenues dans B

2

(B

2


omprise) et

don
 par toute bô�te additive de 


2

(B). Si un tel lien axiome u

0

n'existe pas,

alors y

2

est �a profondeur additive z�ero dans 


2

(B), et soit Y

2

= fy

2

g (auquel


as (i) est trivialement satisfaite par toute bô�te additive de 


2

(B)), soit

Y

2

= j

R

(y

2

) et alors la 
ondition (1) de la d�e�nition 1.3.3 permet d'aÆrmer

que la 
ondition (i) est satisfaite par toute bô�te additive 
ontenant un lien de

Y

2

(et don
 par toute bô�te additive de 


2

(B)). Le fait que la bô�te additive

B satisfasse la 
ondition (i) est une 
ons�equen
e imm�ediate de la d�e�nition

de Ax

t

.

Condition (ii) : soient z; z

0

2 Ax

t

. Si z; z

0

2 Ax

t

1

ou si z; z

0

2 Y

2

, alors (ii)

est satisfaite par hypoth�ese d'indu
tion (et grâ
e �a la 
ondition (2) de la

d�e�nition 1.3.3). Autrement, supposons que z 2 Ax

t

1

et que z

0

2 Y

2

: B est

alors la bô�te additive qui s�epare z et z

0

.

Condition (iii) : rappelons d'abord que �

u

a u 2 L 
omme premier lien, la

porte t de B 
omme lien terminal, et que �

u

traverse t

1

. Soit alors �

t

1

t

le

sous-
hemin de �

u

ayant t

1


omme premier lien et t 
omme lien terminal.
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Si z 2 Ax

t

1

, alors par hypoth�ese d'indu
tion il existe un 
hemin dire
t 	

t

1

ayant t

1


omme lien terminal et t.q. 	

t

1

et z satisfont (�) ou (�). Le 
hemin

dire
t 	

t

obtenu en 
onne
tant 	

t

1

et �

t

1

t

a t 
omme lien terminal et 	

t

et z satisfont (�) ou (�). Si z 2 Y

2

= Ax

t

2

, alors on pro
�ede exa
tement


omme pour z 2 Ax

t

1

. Si z 2 Y

2

= fy

2

g, alors y

2

est un lien axiome et il

est bien 
lair que y

2

et �

y

2

satisfont (�). Si z 2 Y

2

= j

R

(y

2

), alors y

2

est un

lien a�aiblissement et tout lien de j

R

(y

2

) et �

y

2

satisfont (�). �

Soit � un sous-r�eseau du r�eseau T , et soit � un r�eseau ave
 les mêmes


on
lusions que �. Soit G le graphe obtenu �a partir de T en substituant �

�a �. En 
hangeant (�eventuellement) le nom de 
ertaines variables de G, on

obtiendra un graphe satisfaisant les 
onditions des d�e�nitions 1.2.1 et 1.2.3.

Appelons R 
e pr�er�eseau.

2.1.6. D

�

efinition. Soit � un sous-r�eseau du r�eseau T , et soit � un r�eseau

ave
 les mêmes 
on
lusions que �. On peut asso
ier au pr�er�eseau R d�e�ni


i-dessus un r�eseau en d�e�nissant la fon
tion j

R

. En g�en�eral, 
e
i peut se

faire de plusieurs fa�
ons di��erentes. Nous noterons T [�=�℄ un quel
onque

de 
es r�eseaux dont la fon
tion de saut j

T [�=�℄

satisfait les trois 
onditions

suivantes. Soit n un lien de R. Si n est un lien de �, alors (
f d�e�nition

1.3.12) tous les liens de j

T

(n) sont des liens de �. On demande que :

(1) si n est un lien de �, alors j

T [�=�℄

(n) = j

�

(n)

(2) si n est un lien de T qui n'est pas un lien de � et si tout lien de j

T

(n)

n'est pas un lien de �, alors j

T [�=�℄

(n) = j

T

(n)

(3) si n est un lien de T qui n'est pas un lien de �, soit j

T

(n) = fy

1

; : : : ; y

k

g

et supposons que y

1

; : : : ; y

l

(1 � l � k) sont des liens de � tandis que

y

l+1

; : : : ; y

k

ne sont pas des liens de �. Nous exigeons que une (et une seule)

des deux 
onditions suivantes soit satisfaite :

- il existe un lien axiome y de � de profondeur additive z�ero dans � et

j

T [�=�℄

(n) = fyg [ fy

l+1

; : : : ; y

k

g

- il existe une bô�te additive B de profondeur additive z�ero dans � et un en-

semble Ax = fz

1

; : : : ; z

h

g de liens axiome de B satisfaisant les 
onditions

(i) et (ii) du lemme 2.1.5, et on a j

T [�=�℄

(n) = Ax [ fy

l+1

; : : : ; y

k

g.

2.1.7. Remarque. (i) On peut v�eri�er que tout pr�er�eseau T [�=�℄ d�e�ni 
i-

dessus est un pr�er�eseau ave
 sauts qui satisfait (indu
tivement) la 
ondition

(ACC) de la d�e�nition 1.3.7, 
.�a.d. que 
'est un r�eseau.

(ii) Pour tout T , �, et � satisfaisant les hypoth�eses de la d�e�nition 
i-dessus,

il existe (en vertu du lemme 2.1.5) au moins un r�eseau T [�=�℄.
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(iii) Soient T , �, et � 
omme dans la d�e�nition pr�e
�edente. Soit Æ un sous-

r�eseau de T qui n'est pas un sous-r�eseau de �, et soit S

Æ

la pr�estru
ture

de preuve obtenue �a partir de Æ en substituant � �a � (si � n'est pas un

sous-r�eseau de Æ, alors S

Æ

= Æ). Pour tout r�eseau T [�=�℄, on note Æ[�=�℄ le

r�eseau asso
i�e �a S

Æ

t.q. la fon
tion j

Æ[�=�℄

soit la restri
tion de la fon
tion

j

T [�=�℄

aux liens a�aiblissements de S

Æ

: Æ[�=�℄ est alors un sous-r�eseau de

T [�=�℄.

2.2 La normalisation

Pour tout lien 
oupure x du r�eseau R, nous allons d'abord d�e�nir le graphe

R

0

obtenu �a partir de R en �eliminant le lien 
oupure x (d�e�nition 2.2.3), et

nous d�e�nirons ensuite la fon
tion j

R

0

obtenue �a partir de j

R

en �eliminant

le lien 
oupure x (d�e�nition 2.2.8). Apr�es quoi, il faudra se 
onvain
re que

(R

0

; j

R

0

) est un r�eseau (th�eor�eme 2.3.5).

2.2.1. D

�

efinition. Soit R un r�eseau et x un lien 
oupure de R.

x est appel�e un lien 
oupure logique quand les deux pr�emisses du lien sont


on
lusions de deux liens logiques (n�e
�essairement duaux) : on �e
rit aussi

que 
es liens 
oupure sont des liens

}

=
, !=?de, &=�

1

, &=�

2

(ou simplement

&=�), 8=9.

x est appel�e un lien 
oupure 
ontra
tion (resp. a�aiblissement) lorsque

une pr�emisse de x est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion (resp. a�aiblissement)

et l'autre est 
on
lusion d'un lien bien sûr : on note aussi 
o (resp. w) un tel

lien 
oupure.

x est appel�e un lien 
oupure 
ommutative exponentielle lorsque une

pr�emisse de x est 
on
lusion d'un lien pax et l'autre est 
on
lusion d'un lien

bien sûr : on notera aussi 

 un tel lien 
oupure.

x est appel�e un lien 
oupure axiome lorsque une des deux pr�emisses de x

est 
on
lusion d'un lien axiome.

x est appel�e un lien 
oupure 
ommutative additive lorsque une des deux

pr�emisses de x est 
on
lusion d'un lien 
oad : on notera aussi 

ad un tel

lien 
oupure.

2.2.2. Remarque. Si x est un lien 
oupure d'un r�eseau, alors x est for
�ement

d'un seul type parmi 
eux d�e�nis 
i-dessus, sauf dans un 
as : si une des

pr�emisses de x est 
on
lusion d'un lien axiome et l'autre est 
on
lusion d'un

lien 
oad, alors x est �a la fois un lien 
oupure axiome et un lien 
oupure



ad.
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On va maintenant d�e�nir les �etapes �el�ementaires de r�edu
tion (e.e.r.) as-

so
i�ees aux di��erents types de liens 
oupure. L'appli
ation su

essive de

plusieurs e.e.r. est 
e qu'on appelle le pro
essus d'�elimination des 
ou-

pures ou de normalisation. Si apr�es avoir appliqu�e au r�eseau R un 
ertain

nombre d'e.e.r. on aboutit �a un r�eseau R

0

qui ne 
ontient pas de liens 
ou-

pures, nous dirons que R

0

est une forme normale de R.

2.2.3. D

�

efinition. Soit R un r�eseau et x un lien 
oupure de R.

Si x est un lien 
oupure logique (mais pas 8=9), 
ontra
tion, ou 

, alors on

note [x℄ l'unique e.e.r. asso
i�ee �a x et de�nie dans [Girard 87℄. Lorsque x est

un lien 
oupure logique, on appelle [x℄ une e.e.r. logique.

Si x est un lien 
oupure 8=9 dont une pr�emisse est �etiquet�ee par 8XA

(
on
lusion du lien 8 de pr�emisse A[X℄) et l'autre par 9XA

?

(
on
lusion du

lien 9 de pr�emisse A

?

[B=X℄), alors l'e.e.r. [8=9℄ 
onsiste d'abord �a substituer

toutes les o

urren
es libres de X dans R par la formule B, et ensuite le lien


oupure entre les arêtes �etiquet�ees par 8XA et 9XA

?

par un lien 
oupure

entre A[B=X℄ et A

?

[B=X℄ (
ette �etape n'est autre que 
elle de [Girard 91a℄

adapt�ee au syst�eme PN

2

tout entier).

Si x est un lien 
oupure a�aiblissement, alors on note [x℄ l'unique e.e.r.

asso
i�ee �a x et de�nie dans la �gure 3.

Si x est un lien 
oupure axiome, alors on note [ax℄ l'e.e.r. axiome asso
i�ee �a x

et d�e�nie dans [Girard 87℄. (Lorsque les deux pr�emisses de x sont 
on
lusions

de liens axiome, on a en fait deux e.e.r. possibles).

Si x est un lien 
oupure 

ad, soit n un des liens 
oad dont la 
on
lusion

est pr�emisse de x (il y a au moins un tel lien et au plus deux tels liens) et

appelonsA l'�etiquette de la 
on
lusion de n. Soit S un sous-r�eseau quel
onque

de R ayant la pr�emisse de x �etiquet�ee par A

?

parmi ses 
on
lusions, et soit

B la bô�te additive de R ayant la pr�emisse de x �etiquet�ee par A parmi ses


on
lusions. On note [

ad℄ l'e.e.r. de�nie dans la �gure 4. Cette e.e.r. est

dite B-attra
tive (ou attra
tive pour la bô�te B) par
e que 
'est B la bô�te

additive de R qui avale (et duplique) le sous-r�eseau S.

Dans la suite, [x℄ indiquera une quel
onque e.e.r. asso
i�ee au lien 
oupure x.
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La 
on�guration

paxpax !
?W

?A ?A
E

!E ?E

cut
x

1 n

?A ?A1 n

R

est rempla
�ee par la 
on�guration

?W

  ?A1

?W

  ?An

Figure 3. L'�etape �el�ementaire de r�edu
tion [w℄.
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La 
on�guration

coad coad coad &

R R1 2

 S

A

cut

x

A
A A

E E1
k 1 n

A A
A1

A1
A An n

D&C

CD

est rempla
�ee par la 
on�guration

 coad  coad  coad coad &
E E A A D&C1 k 1 n

cut cut

E E E E A A A A D C
1 1 1 1

k
k n n

R 1 R 2S S

A
A

A
A

Figure 4. L'�etape �el�ementaire de r�edu
tion [

ad℄.
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2.2.4. D

�

efinition. Soit R un r�eseau. On dit que R

0

(qui pour l'instant est

simplement un graphe) est un r�eduit en une �etape de R, si il existe un lien


oupure x de R t.q. R

0

est obtenu �a partir de R en appliquant l'e.e.r. [x℄ :

on �e
rit dans 
e 
as R

[x℄

! R

0

.

2.2.5. Remarque. Soit x un lien 
oupure du r�eseau R, et supposons que

R

[x℄

! R

0

. Si [x℄ 6= [

ad℄, alors le graphe R

0

est univoquement determin�e par

le lien 
oupure x, tandis que si [x℄ = [

ad℄, pour d�eterminer le graphe R

0

en
ore faut-il savoir quelle est la bô�te B t.q. [x℄ est B-attra
tive, et quel est

le sous-r�eseau S de R aval�e par B lors de l'e.e.r. [x℄.

Remarquons aussi que la seule e.e.r. faisant intervenir la fon
tion de saut j

R

est l'e.e.r. [

ad℄.

2.2.6. D

�

efinition. Soit R

0

le r�eduit en une �etape du r�eseau R.

Tout lien axiome ou logique n de R

0

provient d'une unique o

urren
e du

\même" lien axiome ou logique

 

n

de R. On appelle

 

n

l'an
être du lien n

de R.

R�e
iproquement, on d�e�nit l'ensemble des r�esidus du lien logique (resp.

axiome) l de R, 
omme l'ensemble de toutes les o

urren
es l

0

de liens

logiques (resp. axiome) de R

0

telles que

 

l

0

= l.

Dans le 
as parti
ulier o�u le lien logique de R

0


onsid�er�e est un lien ave


ou un lien bien sûr, il s'agit en fait d'une bô�te additive ou exponentielle

B, qui provient d'une unique o

urren
e de \la même" bô�te additive ou

exponentielle

 

B

de R (remarquons que, 
ependant, les liens 
ontenus dans

la bô�te ne sont pas for
�ement les mêmes dans R et dans R

0

). On appelle

 

B

l'an
être de la bô�te B de R.

R�e
iproquement, on d�e�nit l'ensemble des r�esidus de la bô�te B

1

de R


omme l'ensemble de toutes les o

urren
es B

0

1

de bô�tes de R

0

telles que

 

B

0

1

= B

1

.

De la même fa�
on, toute o

urren
e de lien 
oupure 
 de R

0

provient d'une

unique o

urren
e

 




de lien 
oupure ave
 les mêmes formules a
tives (�a des

substitutions pr�es si la 
oupure r�eduite est une 
oupure 8=9) de R, sauf

pour les liens 
oupure 
r�e�es par une e.e.r. logique. Dans 
e dernier 
as, nous

dirons que les liens 
r�e�es n'ont pas d'an
êtres dans R et que le lien 
oupure

r�eduit n'a pas de r�esidus dans R

0

.

On peut aussi d�e�nir les notions d'an
être et de r�esidu pour les liens a�ai-

blissement.
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2.2.7. D

�

efinition. Soit R un r�eseau et R

[x℄

! R

0

.

Si [x℄ 6= [w℄, alors tout lien a�aiblissement n de R

0

provient d'une unique

o

urren
e du \même" lien a�aiblissement

 

n

de R, que nous appelerons

(
omme d'habitude) l'an
être du lien n de R. R�e
iproquement, on d�e�nit

l'ensemble des r�esidus du lien a�aiblissement l de R, 
omme l'ensemble

de toutes les o

urren
es l

0

de liens a�aiblissement de R

0

telles que

 

l

0

= l.

Si [x℄ = [w℄, alors tout lien a�aiblissement n de R

0

provient d'une unique

o

urren
e du \même" lien a�aiblissement

 

n

de R, sauf les k liens a�aiblis-

sements n

1

; : : : ; n

k

qui sont 
r�e�es par l'e.e.r. [w℄ (k � 0). Dans 
e 
as, si m

est le lien a�aiblissement de R dont la 
on
lusion est pr�emisse de x, on dira

que m est l'an
être de n

i

(i 2 f1; : : : ; kg) et que fn

1

; : : : ; n

k

g est l'ensemble

des r�esidus de m dans R

0

.

Soit R

0

le r�eduit en une �etape de R. La d�e�nition suivante asso
ie �a R

0

plusieurs fon
tions j

R

0

.

2.2.8. D

�

efinition. Soit (R; j

R

) un r�eseau et supposons que R

[x℄

�! R

0

. On

distingue tous les 
as possibles pour [x℄ et on d�e�nit j

[x℄

R

0

(qui sera simplement

not�ee j

R

0

).

Soit m

0

un lien a�aiblissement de R

0

, m son an
être dans R et soit j

R

(m) =

fy

1

; : : : ; y

k

g l'ensemble des sauts de m. On veut d�e�nir j

R

0

(m

0

).

Cas 1 : [x℄ est une e.e.r. axiome. Soit n le lien axiome e�a
�e par [x℄. 8i 2

f1; : : : ; kg, si y

i

6= n alors y

i

a un unique r�esidu y

0

i

dans T

0

.

Si 8i 2 f1; : : : ; kg y

i

6= n, alors on d�e�nit j

R

0

(m

0

) = fy

0

1

; : : : ; y

0

k

g. Autrement

supposons que n = y

1

. Soit B

1

la plus petite bô�te additive 
ontenant x

et n = y

1

si elle existe. On appelle � la 
omposante de B

1


ontenant x et

y

1

si B

1

existe, et on appelle � le r�eseau R autrement. y

1

est un lien de

profondeur additive z�ero dans �, et don
 (en vertu de la 
ondition (2) de la

d�e�nition 1.3.3) 8i 2 f2; : : : ; kg; y

i

n'est pas un lien de �.

Il existe un lien axiome ou a�aiblissement l et un 
hemin dire
t �

l

de R

ayant l 
omme premier lien et x 
omme lien terminal, qui ne traverse pas

y

1

. (Remarquons que l et �

l

ne sont pas univoquement d�etermin�es). Soit

l est 
ontenu dans une bô�te additive de R qui ne 
ontient pas x (premier


as), soit l est 
ontenu dans toutes les bô�tes additives de R 
ontenant x

(deuxi�eme 
as).

Dans le deuxi�eme 
as, si l est un lien axiome alors on appelle l

0

son unique

r�esidu dans R

0

et on d�e�nit j

R

0

(m

0

) = fl

0

; y

0

2

; : : : ; y

0

k

g. Si l est un lien af-

faiblissement, alors tout saut de l est un lien de �, di��erent de y

1

(au-

trement un graphe de 
orre
tion de R serait 
y
lique), qui a un unique
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r�esidu dans R

0

. On appelle Z

0

l'ensemble de tous 
es r�esidus et on d�e�nit

j

R

0

(m

0

) = Z

0

[ fy

0

2

; : : : ; y

0

k

g.

Dans le premier 
as, soit B la plus grande parmi 
es bô�tes et soit t la porte

de B travers�ee par �

l

. Soit Ax

t

= fz

1

; : : : ; z

h

g (h � 2) l'ensemble des liens

axiome de R fournis par le lemme 2.1.5. 8j 2 f1; : : : ; hg z

j

a un unique

r�esidu z

0

j

dans R

0

. Soit Ax

0

t

l'ensemble des h r�esidus des liens de Ax

t

. On

d�e�nit j

R

0

(m

0

) = Ax

0

t

[ fy

0

2

; : : : ; y

0

k

g.

Cas 2 : x est un lien 
oupure

}

=
, 8=9 ou !=?de. Alors 8i 2 f1; : : : ; kg, y

i

a un unique r�esidu y

0

i

et on d�e�nit j

R

0

(m

0

) = fy

0

1

; : : : ; y

0

k

g.

Cas 3 : x est un lien 
oupure &=�. Alors on d�e�nit j

R

0

(m

0

) 
omme l'en-

semble des r�esidus des liens de j

R

(m) (dans 
e 
as 
ertains liens de j

R

(m)

pourraient n'avoir au
un r�esidu dans R

0

). La 
ondition (1) de la d�e�nition

1.3.3 est i
i 
ru
iale : elle implique que j

R

0

(m

0

) 6= ;.

Cas 4 : x est un lien 
oupure a�aiblissement. Soit alors n le lien bien sûr dont

la 
on
lusion est une pr�emisse de x, soit B

!

la bô�te exponentielle asso
i�ee �a

n et soit z le lien a�aiblissement dont la 
on
lusion est une pr�emisse de x.

Au
un lien de j

R

(z) n'est 
ontenu dans B

!

(en vertu de la d�e�nition 1.3.7),

et tout lien de j

R

(z) a don
 un unique r�esidu dans R

0

. Soit Z

0

l'ensemble

de 
es r�esidus. Il est important d'insister sur le fait que dans tous les 
as

Z

0

6= ;. Soit J

0

l'ensemble des r�esidus des liens de j

R

(m). On distingue 3


as :

(4.1) m 6= z et au
un saut de m n'est 
ontenu dans B

!

: dans 
e 
as j

R

0

(m

0

)

est simplement l'ensemble des r�esidus des �el�ements de j

R

(m)

(4.2) m 6= z et 
ertains sauts de m sont 
ontenus dans B

!

: on pose alors

j

R

0

(m

0

) = J

0

[ Z

0

(4.3) m = z : dans 
e 
as m

0

est un des liens a�aiblissement 
r�e�es par [x℄,

et on pose j

R

0

(m

0

) = Z

0

.

Cas 5 : [x℄ est une e.e.r. 
ontra
tion. Soit alors n le lien bien sûr dont la


on
lusion est une pr�emisse de x, soit B

!

la bô�te exponentielle asso
i�ee �a n

et soit B

0!

1

et B

0!

2

ses deux r�esidus dans R

0

. Soit Y le sous-ensemble de j

R

(m)


ontenant tous les liens de j

R

(m) qui sont 
ontenus dans B

!

, et soit Y

0

1

(resp.

Y

0

2

) l'ensemble des r�esidus des liens de Y qui sont 
ontenus dans B

0!

1

(resp.

B

0!

2

). Soit Z

0

l'ensemble des r�esidus dans R

0

des liens de j

R

(m) qui ne sont

pas 
ontenus dans Y .

Si m est un lien de B

!

, alors (Y = j

R

(m) et) il existe i 2 f1; 2g t.q. m

0

est

un lien de B

0!

i

. On d�e�nit alors j

R

0

(m

0

) = Y

0

i

.

Si m n'est pas un lien de B

!

, alors nous distinguons le 
as Y = ; du 
as

Y 6= ;. Si Y = ;, alors on d�e�nit j

R

0

(m

0

) = Z

0

= fy

0

1

; : : : ; y

0

k

g. Si Y 6= ;, alors

on d�e�nit j

R

0

(m

0

) = Z

0

[Y

0

i

o�u on a 
hoisit l'entier i 2 f1; 2g arbitrairement.

Cas 6 : x est un lien 
oupure 

. Dans 
e 
as 8i 2 f1; : : : ; kg y

i

a un unique
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r�esidu y

0

i

, et on d�e�nit simplement j

R

0

(m

0

) = fy

0

1

; : : : ; y

0

k

g.

Cas 7 : [x℄ est une e.e.r. [

ad℄. Soit B la bô�te additive de R t.q. [x℄ est

B-attra
tive et soit (S; j

S

) le sous-r�eseau de (R; j

R

) dupliqu�e par [x℄. Soit

B

0

le r�esidu de B dans R

0

. Soit Y le sous-ensemble de j

R

(m) 
ontenant les

liens de j

R

(m) qui sont des liens de S, et soit Y

0

1

(resp. Y

0

2

) l'ensemble des

r�esidus des liens de Y qui sont 
ontenus dans la premi�ere (resp. la deuxi�eme)


omposante de B

0

.

Sim est un lien de S, alors (en vertu de la d�e�nition 1.3.12) j

R

(m) = Y et il

existe i 2 f1; 2g t.q. m

0

est un lien de 


i

(B

0

). On d�e�nit alors j

R

0

(m

0

) = Y

0

i

.

Si m n'est pas un lien de S, alors on d�e�nit simplement j

R

0

(m

0

) 
omme

l'ensemble de tous les r�esidus des liens de j

R

(m).

2.2.9. Remarque. Soit R

[x℄

�! R

0

, o�u (R; j

R

) est un r�eseau. Soit m

0

un lien

a�aiblissement de R

0

et m son an
être dans R. Alors :

(i) Si [x℄ n'est pas une e.e.r. axiome ni une e.e.r. a�aiblissement, alors j

R

0

(m

0

)

ne 
ontient que des r�esidus dans R

0

de liens de j

R

(m).

(ii) Si [x℄ n'est pas une e.e.r. [
o℄, alors j

R

0

(m

0

) 
ontient tous les r�esidus de

j

R

(m).

2.2.10. Remarque. Soient R et R

0

deux r�eseaux t.q. R

[x℄

! R

0

, et soit n

un lien axiome, logique, a�aiblissement, ou 
oupure de R. Si une des deux


onditions suivantes est satisfaite, alors n n'a pas de r�esidu dans R

0

et nous

dirons que n appartient au sous-r�eseau de R e�a
�e par [x℄ :

(a) [x℄ est une e.e.r. [w℄ et n est un lien de la bô�te exponentielle e�a
�ee par

[x℄

(b) x est un lien 
oupure &=� dont une pr�emisse est la porte & de la bô�te

additive B de R, et n est un lien de la 
omposante de B e�a
�ee par [x℄.

R�e
iproquement, si n n'a pas de r�esidus dans R

0

, alors on a les possibilit�es

suivantes :

(i) si n est un lien logique, alors (a) ou (b) est satisfaite, ou bien x est un

lien 
oupure logique et la 
on
lusion de n est une pr�emisse de x.

(ii) si n est un lien axiome, alors (a) ou (b) est satisfaite, ou bien [x℄ est une

e.e.r. axiome et n est le lien axiome e�a
�e par [x℄.

(iii) si n est un lien a�aiblissement, alors (a) ou (b) est satisfaite, ou bien

la 
on
lusion de n est une pr�emisse du lien 
oupure a�aiblissement x et la

bô�te exponentielle e�a
�ee par [x℄ n'a pas de portes auxiliaires.

(iv) si n est un lien 
oupure, alors (a) ou (b) est satisfaite, ou bien n = x est

un lien 
oupure logique, ou bien n = x est un lien 
oupure a�aiblissement,

ou bien n = x et [x℄ est une e.e.r. axiome.
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2.2.11. Remarque. SoientR et R

0

deux r�eseaux t.q. R

[x℄

! R

0

, et 
onsid�erons

(ave
 les notations de la remarque pr�e
�edente) le 
as o�u n est un lien ave


(
.�a.d. une bô�te additive) ou un lien bien sûr (
.�a.d. une bô�te exponentielle).

Soit B la bô�te asso
i�ee �a n.

(i) Si B est une bô�te additive de R et si il n'y a pas de r�esidu de B dans

R

0

, alors on a exa
tement trois possibilit�es :

- [x℄ = [w℄ est une e.e.r. qui e�a
e une bô�te exponentielle 
ontenant la bô�te

additive B

- [x℄ = [&=�℄ est une e.e.r. logique qui e�a
e un sous-r�eseau de R 
ontenant

la bô�te additive B

- [x℄ = [&=�℄, o�u une pr�emisse du lien 
oupure x = &=� est la porte & de

B.

Dans les deux premiers 
as nous dirons que B est e�a
�ee par [x℄, tandis que

dans le troisi�eme nous dirons que B est ouverte par [x℄.

(ii) Si B

!

est une bô�te exponentielle de R qui n'a pas de r�esidus dans R

0

,

alors on a exa
tement trois possibilit�es :

- [x℄ = [w℄ est une e.e.r. a�aiblissement et la bô�te B

!

1

de R t.q. la 
on
lusion

de la pal de B

!

1

est une pr�emisse de x 
ontient B

!

(on pourrait avoir B

!

1

= B

!

)

- [x℄ = [&=�℄ est une e.e.r. logique qui e�a
e un sous-r�eseau de R 
ontenant

la bô�te exponentielle B

!

- x est un lien 
oupure !=?de dont une pr�emisse est la 
on
lusion de la pal

de B

!

.

Dans les deux premiers 
as nous dirons que B est e�a
�ee par [x℄, tandis que

dans le troisi�eme nous dirons que B est ouverte par [x℄.

2.3 Pr�eservation de la 
orre
tion

Il s'agit maintenant de montrer que les d�e�nitions statiques du 
hapitre

pr�e
�edent ayant 
onduit �a une repr�esentation des preuves sous forme de

r�eseaux (le th�eor�eme 1.3.10), sont 
ompatibles ave
 la dynamique interne de


es mêmes r�eseaux (la normalisation).

Dans 
ette se
tion, nous allons distinguer les graphes de 
orre
tion dans

le sens de la d�e�nition 1.2.6 des graphes de 
orre
tion dans le sens de la

d�e�nition 1.3.6 : nous appellerons 
es derniers graphes de 
orre
tion 
om-

plets.

2.3.1. Lemme. Soit x un lien 
oupure du r�eseau R, et supposons que R

[x℄

!

R

0

. R

0

est alors un pr�er�eseau.
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D�emonstration : Il est bien 
lair que R

0

est une pr�estru
ture de preuve. Il

s'agit don
 de v�eri�er que R

0

satisfait les quatre 
onditions de la d�e�nition

1.2.3 de pr�e-r�eseau :

(i) est �evidente.

(ii) est 
lairement satisfaite, modulo un �eventuel renommage des variables

(�a 
ause des possibles dupli
ations).

(iii) est une simple v�eri�
ation : 
'est une 
ons�equen
e du fait qu'au
un lien

ne peut \sortir d'une bô�te" lors d'une e.e.r..

Il s'agit don
 de montrer que (iv) est satisfaite : il faut v�eri�er que si la

variableX aparâ�t libre dans la formule �etiquette d'une 
on
lusion de la bô�te

B

0

de R

0

, alors X n'est la variable propre d'au
un lien 8 de B

0

. Supposons

par absurde que n

0

soit un lien 8 de R

0


ontenu dans B

0

et de variable propre

X. Puisque R est un pr�e-r�eseau, la/les pr�estru
ture(s) de preuve 
ontenue(s)

dans l'an
être B de B

0

est/sont un/des pr�e-r�eseau(x). L'e.e.r. [x℄ est don


for
�ement une e.e.r. [

℄ ou bien [

ad℄.

Si [x℄ = [

℄, soit B

!

1

la bô�te (exponentielle) aval�ee par B et B

0!

1

son r�esidu

dans R

0

. R satisfaisant (iv), 
'est for
�ement une 
on
lusion de B

!

1

qui est

�etiquet�ee par une formule 
ontenant X libre. Mais 
e
i 
ontredit (iii) de la

d�e�nition 1.2.3 de pr�e-r�eseau.

Si [x℄ = [

ad℄, soit S le sous-r�eseau de R aval�e par B. R satisfaisant (iv),


'est for
�ement une 
on
lusion de S qui est �etiquet�ee par une formule 
onte-

nant X libre. Par (iii) de la d�e�nition 1.2.3, n n'est pas un lien de B, don



'est for
�ement un lien de S. Mais S est un r�eseau, don
 un pr�er�eseau, et il

ne peut don
 pas y avoir dans S un lien 8 dont la variable propre aparâ�t

dans les �etiquettes des 
on
lusions de S. �

Dans l'�enon
�e et dans la d�emonstration qui suivent, nous ferons r�ef�eren
e

�a la d�e�nition pr�eliminaire (1.2.7) de r�eseau. Le r�eduit en une �etape d'un

r�eseau R est alors parfaitement d�e�ni, pourvu que l'�etape en question ne

soit pas une �etape [

ad℄.

2.3.2. Th

�

eor

�

eme. Soit x un lien 
oupure du r�eseau R, et supposons que

R

[x℄

! R

0

, ave
 [x℄ 6= [

ad℄. R

0

est alors un r�eseau.

D�emonstration : Il s'agit de montrer que tous les graphes de 
orre
tion

(dans le sens de la d�e�nition 1.2.6) sont a
y
liques. Nous n'allons pas re-

produire i
i la preuve de la proposition 6.1 p. 40 de [Danos 90℄ qui r�egle la

question dans le 
as multipli
atif et exponentiel. La pr�esen
e des additifs

(tant que [x℄ 6= [

ad℄) est 
ompatible ave
 l'argument, ainsi que 
elle des

quanti�
ateurs si [x℄ 6= [8=9℄.
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Nous allons don
 analyser le 
as o�u [x℄ = [8=9℄, en adaptant �a PN

2

la preuve

de [Girard 91a℄. Soient 8Y A et 9Y A

?

les �etiquettes des pr�emisses de x et

soit A[Y ℄ (resp. A

?

[B=Y ℄) l'�etiquette de la pr�emisse du lien 8 (resp. 9) dont

la 
on
lusion est une pr�emisse de x. Dans 
e 
as, tous les liens et les arêtes

de R (resp. de R

0

) ont un unique r�esidu (resp. an
être) dans R

0

(resp. dans

R), sauf les arêtes �etiquet�ees par 8Y A et 9Y A

?

et les deux liens dont elles

sont 
on
lusions.

Soit G

0

un graphe de 
orre
tion de R

0

. On va montrer que l'a
y
li
it�e de tous

les graphes de 
orre
tion de R implique l'a
y
li
it�e de G

0

. On va supposer

que x est �a profondeur exponentielle et additive z�ero.

Si au
une variable libre de B n'est la variable propre d'un lien de R, l'a
y-


li
it�e de G

0

d�e
oule de 
elle du graphe de 
orre
tion G de R, obtenu en

\�etandant" G

0

de fa�
on triviale : parmi le k-uple d'arêtes appari�ees ayant le

lien 8 de variable propre Y 
omme but, on 
hoisit la pr�emisse du lien.

Autrement, soient m

0

1

; : : : ;m

0

n

les liens de R

0

qui sont 
onne
t�es dans G

0

respe
tivement aux liens 8 de R

0

8

0

1

; : : : ;8

0

n

, et qui sont tels que dans au
un

graphe de 
orre
tion de R leurs an
êtres m

1

; : : : ;m

n

ne sont 
onne
t�es aux

an
êtres 8

1

; : : : ;8

n

de 8

0

1

; : : : ;8

0

n

. Si au
un tel lien n'existe, on pro
�edera

exa
tement 
omme 
i-dessus (le 
as que nous 
onsid�erons a
tuellement est

bien le seul 
as pour lequel on ne puisse pas �etendre trivialement G

0

en un

graphe de 
orre
tion de R).

Remarquons que la variable propre des liens 8

i

est une variable libre de

B, et que pour tout i 2 f1; : : : ; ng une pr�emisse de m

i


ontient Y libre :

nous d�e�nissons alors G

Y


omme G

0

sauf pour le lien 8 de variable propre

Y (notons-le 8

Y

) et pour les liens 8

1

; : : : ;8

n

. Pour 
es derniers liens on


onne
te 8

i

au lien 9 de R dont la 
on
lusion est une pr�emisse de x, et 
e

pour tout i 2 f1; : : : ; ng. Ce
i est possible, puisque la variable propre des

liens 8

i

est une variable libre de B. Remarquons que G

Y

n'est pas un graphe

de 
orre
tion, puisque nous n'avons en
ore rien dit au sujet du lien 8

Y

.

Soit G

\

le graphe obtenu �a partir de G

Y

en e�a�
ant les arêtes 
onne
tant

les liens 8

i

au lien 9 de R dont la 
on
lusion est une pr�emisse de x. G

\

peut

être vu 
omme l'interse
tion de G

Y

et de G

0

. Puisque toute extension de G

Y

en un graphe de 
orre
tion est a
y
lique, pour tout i; j 2 f1; : : : ; ng; i 6= j,

8

0

i

et 8

0

j

appartiennent �a deux 
omposantes 
onnexes di��erentes de G

\

, et

ni l'un ni l'autre n'appartient �a la 
omposante 
onnexe de G

\

qui 
ontient

le r�esidu de x dans R

0

.

Pour 
on
lure, il suÆra de montrer que pour tout i; j 2 f1; : : : ; ng (�eventuellement

i = j), si on appelle C

0

j

la 
omposante 
onnexe de 8

0

j

dans G

\

, alorsm

0

i

=2 C

0

j

.

Si m

0

i

2 C

0

j

, alors C

j

(la 
omposante 
onnexe de 8

j

dans G

\

), 
ontient

m

i

. Mais alors, en 
hoisissant de 
onne
ter 8

Y

ave
 m

i

(dont une pr�emisse,
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rappelons-le, 
ontient Y libre), on obtiendrait (�a partir de G

Y

) un graphe

de 
orre
tion G de R qui est 
y
lique. �

2.3.3. Lemme. Si (R; j

R

) est un r�eseau (ave
 sauts), x est un lien 
oupure

de R, R

[x℄

�! R

0

, et j

R

0

est une des fon
tions asso
i�ees �a j

R

par la d�e�nition

2.2.8, alors (R

0

; j

R

0

) est un pr�er�eseau ave
 sauts.

D�emonstration : Nous savons que R

0

est un pr�er�eseau (lemme 2.3.1). Il

s'agit alors de faire preuve d'un peu de patien
e, et de prouver que (R

0

; j

R

0

)

satisfait les 
onditions (1), (2) et (3) de la d�e�nition 1.3.3.

(1) : Soit n

0

un lien a�aiblissement de R

0

, soit y

0

2 j

R

0

(n

0

), B

0

une bô�te

additive de R

0


ontenant y

0

et ne 
ontenant pas n

0

. Appelons n (resp. y, B)

l'an
être dans R de n

0

(resp. y

0

, B

0

). B ne 
ontient pas n. Si B ne 
ontient

pas y, alors (le seul moyen pour entrer dans une bô�te additive �etant 
elui

d'appliquer une [

ad℄ attra
tive pour 
ette bô�te) [x℄ = [

ad℄ B-attra
tive

et y est un lien du sous-r�eseau S aval�e par B. Dans 
e 
as, il existe aussi un

r�esidu y

00

de y dans B

0

, et B

0

s�epare y

0

et y

00

. On peut don
 supposer que B


ontient y et ne 
ontient pas n.

(1.1) y 2 j

R

(n) : alors (par (1) de la d�e�nition 1.3.3), B s�epare y et un


ertain z 2 j

R

(n). Si B a deux r�esidus dans R

0

, alors appelons z

0

1

et z

0

2

les

deux r�esidus de z dans R

0

. B

0

s�epare alors y

0

et z

0

i

, ave
 z

0

i

2 j

R

0

(n

0

) pour

un 
ertain i 2 f1; 2g.

Si B a un unique r�esidu dans R

0

et si z en a (au moins) un, alors B

0

s�epare

y

0

et tout r�esidu de z, un (au moins) de 
es derniers �etant un �el�ement de

j

R

0

(n

0

).

Si B a un unique r�esidu dans R

0

et z n'en a au
un, alors x est 
ontenu

dans la 
omposante 


i

(B) de B qui ne 
ontient pas y, et (par la remarque

2.2.10) [x℄ = [w℄, [x℄ = [&=�℄, ou [x℄ = [ax℄. Dans les 
as [x℄ = [w℄

et [x℄ = [ax℄, la d�e�nition 2.2.8 garantit l'existen
e d'au moins un lien

t

0

2 j

R

0

(n

0

) t.q. B

0

s�epare y

0

et t

0

. Si [x℄ = [&=�℄, appelons B

1

la bô�te

additive de R ouverte par [x℄ : z est un lien de la 
omposante de B

1

e�a
�ee

par [x℄. Mais puisque (par (1) de la d�e�nition 1.3.3) B

1

s�epare z et un


ertain t 2 j

R

(n), t a un r�esidu t

0

dans R

0

et B

0

s�epare y

0

et t

0

2 j

R

0

(n

0

).

(1.2) y =2 j

R

(n) : alors par la remarque 2.2.9, [x℄ = [w℄ ou bien [x℄ = [ax℄.

Supposons pour �xer les id�ees que y 2 


1

(B).

(1.2.1) Il existe z 2 


2

(B) t.q. z 2 j

R

(n) : Si z a (au moins) un r�esidu

z

0

dans R

0

, alors par la remarque 2.2.9 z

0

2 j

R

0

(n

0

). B

0

s�epare alors y

0

et z

0

. Si z n'a pas de r�esidus dans R

0

, alors x est un lien de 


2

(B), et
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(
omme 
i-dessus) la d�e�nition 2.2.8 garantit l'existen
e d'au moins un

lien t

0

2 j

R

0

(n

0

) t.q. B

0

s�epare y

0

et t

0

.

(1.2.2) Au
un lien de 


2

(B) n'est �el�ement de j

R

(n) :

(1.2.2.1) [x℄ = [ax℄ : B est alors une des bô�tes additives satisfaisant (i)

du lemme 2.1.5, et il existe don
 z t.q. B s�epare y et z et (par la d�e�nition

2.2.8) y

0

; z

0

2 j

R

0

(n

0

). B

0

s�epare dans 
e 
as y

0

et z

0

.

(1.2.2.2) [x℄ = [w℄ : on a alors y 2 j

R

(m), o�u m est le lien a�aiblissement

dont la 
on
lusion est pr�emisse de x. Si m = n, alors (par (1) de la

d�e�nition 1.3.3) il existe z 2 j

R

(n) t.q. B s�epare y et z, 
.�a.d. que z 2




2

(B), 
e qu'on a ex
lu.

Don
 m 6= n et il existe un lien t 
ontenu dans la plus grande bô�te

exponentielle B

!

e�a
�ee par x t.q. t 2 j

R

(n). Si m est 
ontenu dans B,

alors (puisque y 2 j

R

(m)) m est for
�ement un lien de 


1

(B), et B

!

est


ontenue dans 


1

(B). Mais on sait que n n'est pas 
ontenu dans B et que

t 2 j

R

(n) est 
ontenu dans 


1

(B) : toujours par (1) de la d�e�nition 1.3.3,

B s�epare don
 t et un 
ertain z 2 j

R

(n), ave
 z 2 


2

(B), 
e qu'on a ex
lu.

Don
 m n'est pas 
ontenu dans B. Mais alors y 2 j

R

(m), m n'est pas


ontenu dans B et y est 
ontenu dans B : B s�epare y et un 
ertain z 2

j

R

(m). Alors B

0

s�epare y

0

et le r�esidu de z, qui est un �el�ement de j

R

0

(n

0

)

(par la d�e�nition 2.2.8).

(2) : Soient y

0

; z

0

2 j

R

0

(n

0

), et soient y et z les an
êtres de y

0

et z

0

dans R.

Si y = z, alors for
�ement [x℄ = [

ad℄ ou bien [x℄ = [
o℄. Le 
as [x℄ = [
o℄

est en fait ex
lus par la d�e�nition 2.2.8 : on aurait dans 
e 
as y

0

=2 j

R

0

(n

0

)

ou bien z

0

=2 j

R

0

(n

0

). Don
 [x℄ est une e.e.r. [

ad℄ B-attra
tive pour une


ertaine bô�te B de R, dont le r�esidu dans R

0

s�epare y

0

et z

0

. On peut don


supposer y

0

6= z

0

.

(2.1) y 2 j

R

(n) et z 2 j

R

(n) : Soit B

yz

la bô�te de R qui s�epare y et z.

Puisque y et z ont tous les deux (au moins) un r�esidu dans R

0

, B

yz

a

aussi au moins un r�esidu dans R

0

. Si B

yz

a un unique r�esidu, alors 
elui-
i

s�epare y

0

et z

0

. Autrement, [x℄ = [
o℄ ou bien [x℄ = [

ad℄. Si [x℄ = [
o℄, la

d�e�nition 2.2.8 implique que un des deux r�esidus de B

yz

s�epare y

0

(l'unique

r�esidu de y qui est un saut de n

0

) et z

0

(l'unique r�esidu de z qui est un

saut de n

0

). Si [x℄ = [

ad℄ B-attra
tive, et si au
un des deux r�esidus de

B

yz

ne s�epare y

0

et z

0

, alors 
'est le r�esidu de B qui s�epare y

0

et z

0

.

(2.2) y =2 j

R

(n) : alors j

R

0

(n

0

) ne 
ontient pas seulement des r�esidus d'�el�ements

de j

R

(n), et la remarque 2.2.9 nous dit qu'alors [x℄ = [ax℄ ou bien [x℄ = [w℄.

(2.2.1) [x℄ = [ax℄ : soit p le lien axiome e�a
�e par [x℄. j

R

0

(n

0

) ne 
ontenant

pas seulement des r�esidus d'�el�ements de j

R

(n), on a for
�ement p 2 j

R

(n).

Si z 2 j

R

(n), alors il existe B s�eparant p et z dans R. L'unique r�esidu de

B dans R

0

s�epare y

0

et z

0

.
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Si z =2 j

R

(n), alors la d�e�nition 2.2.8 (en fait 
'est plutôt le lemme 2.1.5

qu'on utilise i
i) garantit l'existen
e d'une bô�te B de R qui s�epare y et

z. L'unique r�esidu de B dans R

0

s�epare don
 y

0

et z

0

.

(2.2.2) [x℄ = [w℄ : soit p le lien a�aiblissement dont la 
on
lusion est

pr�emisse de x, et soit B

!

la plus grande bô�te exponentielle de R e�a
�ee

par [x℄. Ni y ni z n'est 
ontenu dans B

!

. Puisque par ailleurs y =2 j

R

(n),

on a for
�ement y 2 j

R

(p).

Si z 2 j

R

(p), alors (par (2) de la d�e�nition 1.3.3) il existe une bô�te

additive B de R qui s�epare y et z : l'unique r�esidu de B dans R

0

s�epare

y

0

et z

0

.

Si z =2 j

R

(p), alors n 6= p, z 2 j

R

(n) et il existe un lien t 
ontenu dans

B

!

t.q. t 2 j

R

(n). Soit alors B la bô�te de R qui s�epare t et z. Comme z

n'est pas 
ontenu dans B

!

, B s�epare aussi p et z, et don
 y et z : l'unique

r�esidu de B dans R

0

s�epare y

0

et z

0

.

(3) : Supposons par absurde qu'il existe une bô�te B

0

de R

0


ontenant n

0

,

et un lien y

0

2 j

R

0

(n

0

) qui n'est pas 
ontenu dans B

0

. Appelons n (resp. y,

B) l'an
être de n

0

(resp. y

0

, B

0

) dans R. Le lien y n'est pas 
ontenu dans B.

Distinguons deux 
as :

(3.1) n est un lien de B : puisque (R; j

R

) satisfait la 
ondition (3) de la

d�e�nition 1.3.3, on a y =2 j

R

(n). Par la remarque 2.2.9, on a alors [x℄ = [ax℄

ou bien [x℄ = [w℄ : dans les deux 
as, la d�e�nition 2.2.8 impose (pour que

y

0

2 j

R

0

(n

0

)) que y soit �a profondeur additive sup�erieure ou �egale �a 
elle

de n, et 
e n'est pas le 
as i
i.

(3.2) n n'est pas un lien de B : alors for
�ement [x℄ = [

ad℄ B-attra
tive.

Appelons (S; j

S

) le sous-r�eseau dupliqu�e par [x℄. n est un lien de S et

par d�e�nition de sous-r�eseau j

R

(n) ne 
ontient que des liens de S. Par la

remarque 2.2.9, j

R

0

(n

0

) ne 
ontient dans 
e 
as que des r�esidus de liens de

j

R

(n). Don
 tous les liens de j

R

0

(n

0

) doivent être 
ontenus dans B

0

. Or y

0

n'est pas 
ontenu dans B

0

.

�

Le lemme suivant est un r�esultat tr�es simple de th�eorie des graphes que nous

utiliserons dans la preuve du th�eor�eme qui suit. Nous ne priverons pas le

le
teur du plaisir de retrouver tout seul la d�emonstration, par exemple par

indu
tion sur le nombre de sommets.

2.3.4. Lemme. Soit G un graphe non orient�e (et non appari�e). Si G est

a
y
lique, alors on a l'�egalit�e suivante :

nombre de sommets-nombres d'arêtes=nombre de 
omposantes 
onnexes.
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2.3.5. Th

�

eor

�

eme. Si (R; j

R

) est un r�eseau, x est un lien 
oupure de R,

R

[x℄

�! R

0

, et j

R

0

est une des fon
tions asso
i�ees �a j

R

par la d�e�nition 2.2.8,

alors (R

0

; j

R

0

) est un r�eseau.

D�emonstration : Nous savons par le lemme 2.3.3 que (R

0

; j

R

0

) est un

pr�er�eseau ave
 sauts.

On va d'abord montrer que tous les graphes de 
orre
tion 
omplets de

(R

0

; j

R

0

) sont a
y
liques (y 
ompris bien sûr les graphes de 
orre
tion 
om-

plets des 
ontenus des bô�tes de (R

0

; j

R

0

)). Par le th�eor�eme 2.3.2, nous savons

que 
'est le 
as des graphes de 
orre
tion (non 
omplets) lorsque [x℄ 6= [

ad℄,

et le le
teur n'aura au
un mal �a se 
onvain
re que 
e
i reste vrai même dans

le 
as [x℄ = [

ad℄. Il s'agit don
 de montrer que le fait de rajouter, dans

un graphe de 
orre
tion, les arêtes 
onne
tant 
haque a�aiblissement ave


le saut qui lui est asso
i�e dans le graphe de 
orre
tion 
omplet, ne va pas


�eer de 
y
les.

Si pour tout lien afaiblissement n

0

de R

0

l'ensemble j

R

0

(n

0

) ne 
ontient que

des r�esidus de liens de j

R

(n) (o�u n est l'an
être de n

0

dans R), alors il

s'agit d'adapter l'argument de la preuve du th�eor�eme 2.3.2 aux graphes

de 
orre
tion 
omplets : on montre qu'�a partir d'un graphe de 
orre
tion


omplet et 
y
lique de R

0

on peut 
onstruire un graphe de 
orre
tion 
omplet

et 
y
lique de R. La v�eri�
ation se fait sans surprises.

Autrement, par la remarque 2.2.9, [x℄ = [ax℄ ou bien [x℄ = [w℄. Nous allons

traiter le 
as [x℄ = [ax℄ (l'autre �etant similaire). Soit p le lien axiome de R

e�a
�e par [x℄ et soient n

1

; : : : ; n

k

les k � 0 liens a�aiblissement de R t.q.

8i 2 f1; : : : ; kg on a j

R

(n

i

) = fpg. Soit T le plus grand sous-r�eseau de R


ontenant n

1

; : : : ; n

k

et p. On a : T

[x℄

�! T

0

, o�u T

0

est un sous-r�eseau de R

0

.

Si n

0

est un lien a�aiblissement de T

0

t.q. j

R

0

(n

0

) ne 
ontient pas seulement

des r�esidus de liens de j

R

(n) (o�u n est l'an
être de n

0

dans R), alors n

0

est

l'un des r�esidus n

0

1

; : : : ; n

0

k

de n

1

; : : : ; n

k

.

Soit G

0

un graphe de 
orre
tion 
omplet de T

0

. On va montrer que G

0

est

a
y
lique.

Pour tout i 2 f1; : : : ; kg, appelons l

0

i

le lien hypoth�ese de T

0

ap

qui subsitue la

plus grande bô�te de T

0


ontenant tous les liens de j

R

0

(n

0

i

) si elle existe, et

le seul lien axiome de j

R

0

(n

0

i

) autrement. Soient l

1

; : : : ; l

k

les an
êtres dans

T

ap

des liens l

0

1

; : : : ; l

0

k

(même dans le 
as o�u l

0

i

est un lien hypoth�ese, le lien

l

i

est 
lairement d�e�ni). Soit G

0

\

le sous-graphe de G

0

obtenu en e�a�
ant

toutes les arêtes 
onne
tant n

0

i

ave
 l

0

i

(i 2 f1; : : : ; kg). Il existe un graphe de


orre
tion 
omplet G de T t.q. en e�a�
ant les arêtes 
onne
tant n

1

; : : : ; n

k

�a

p, et en substituant le lien p et ses 
on
lusions par une arête, on obtient G

0

\

.
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Appelons G

\

le sous-graphe de G obtenu en e�a�
ant les arêtes 
onne
tant

n

1

; : : : ; n

k

�a p. Puisque les graphes de 
orre
tion de T sont a
y
liques et


onnexes, G

\

l'est aussi, et les k + 1 liens l

1

; : : : ; l

k

; p sont dans la même


omposante 
onnexe de G

\

. On a alors :

(1) 8i; j 2 f1; : : : ; kg, i 6= j, n

0

i

et n

0

j

sont dans deux 
omposantes 
onnexes

di��erentes de G

0

\

: dans le 
as 
ontraire n

i

et n

j

seraient dans la même


omposante 
onnexe de G

\

, et G serait 
y
lique

(2) 8i; j 2 f1; : : : ; kg, n

0

i

et l

0

j

sont dans deux 
omposantes 
onnexes di��erentes

de G

0

\

: dans le 
as 
ontraire n

i

et l

j

(don
 n

i

et p) seraient dans la même


omposante 
onnexe de G

\

, et G serait 
y
lique.

Il est bien 
lair que (1) et (2) suÆsent pour 
on
lure que G

0

est a
y
lique.

Pour montrer que tous les graphes de 
orre
tion 
omplets de (R

0

; j

R

0

) sont


onnexes, on va utiliser le lemme 2.3.4. On rajoute aux 
on
lusions des

graphes appari�es des noeuds terminaux (de sorte que les graphes de 
or-

re
tion 
omplets soient des graphes dans le sens usuel de la th�eorie des

graphes). Il s'agit ensuite de v�eri�er (et nous laisserons 
e soin au le
teur)

que toute e.e.r. maintient 
onstante, �a toute profondeur et dans tout graphe

de 
orre
tion 
omplet, l'entier suivant :

nombre de sommets-nombres d'arêtes.

Celui-
i �etant �egal �a un dans tous les graphes de 
orre
tion 
omplets de

(R; j

R

) (par 
onnexit�e et par le lemme 2.3.4), il va demeurer �egal �a un

dans tous les graphes de 
orre
tion 
omplets de (R

0

; j

R

0

) : en appliquant de

nouveau le lemme 2.3.4 on aura la 
onnexit�e de 
es derniers. �

Nous allons 
on
lure le 
hapitre en introduisant les notions d'an
être et de

r�esidu pour les 
on
lusions et les sous-r�eseaux d'un r�eseau.

2.3.6. D

�

efinition. Soit R

0

un r�eduit en une �etape du r�eseau R. Il existe

une bije
tion �evidente i

R;R

0

entre les 
on
lusions de R et 
elles de R

0

. Si

i

R;R

0

(a) = a

0

, on dira que l'arête a (
on
lusion de R) est l'an
être de

l'arête a

0

(
on
lusion de R

0

) et que a

0

est le r�esidu de a dans R

0

.

La notion d'an
être et de r�esidu est l�eg�erement plus deli
ate pour les sous-

r�eseaux que pour les liens. Soit R

[x℄

! R

0

. Puisque lors de l'�elimination des


oupures un sous-r�eseau peut être e�a
�e (par une e.e.r. [&=�℄ ou [w℄) ou

modi��e (par une e.e.r. [x℄ t.q. x est un lien 
oupure qui appartient au sous-

r�eseau), un sous-r�eseau � de R

0

provient d'au plus une o

urren
e du \même"

(�a des substitutions pr�es) sous-r�eseau

 

�

de R. On aurait envie de dire qu'un
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tel sous-r�eseau de R (si il existe) est l'an
être de � dans R. Mais une telle

d�e�nition serait ambigu�e : soit B

!

une bô�te exponentielle de R

0

,

 

B

!

son

an
être dans R, supposons que x soit un lien 
oupure 
ontra
tion et que la


on
lusion de la pal de

 

B

!

soit une pr�emisse de x. Supposons que le sous-

graphe � de R

0

qui 
onsiste en la bô�te B

!

et le lien a�aiblissement n (qui

n'appartient pas �a B

!

) ave
 sa 
on
lusion soit un sous-r�eseau de R

0

(on dit

tout simplement que tous les liens de j

R

0

(n) sont des liens de B

!

). Allons-

nous 
onsid�erer le sous-r�eseau de R qui 
onsiste en

 

B

!

et l'an
être

 

n

de n

(ave
 sa 
on
lusion) 
omme l'an
être de � ? (Remarquons que

 

B

!

a deux

r�esidus tandis que

 

n

a un seul r�esidu dans R

0

). La r�eponse que fournit la

d�e�nition suivante est negative.

2.3.7. D

�

efinition. Soient R et R

0

deux r�eseaux t.q. R

[x℄

! R

0

, et soit � un

sous-r�eseau de R

0

. � provient d'au plus une o

urren
e du \même" (�a des

substitutions pr�es si [x℄ = [8=9℄) sous-r�eseau

 

�

de R. Si un tel sous-r�eseau

 

�

existe, nous dirons que 
'est l'an
être du sous-r�eseau � lorsque une

(et une seule) des deux 
onditions suivantes est satisfaite :

- tout lien prin
ipal de � a un unique r�esidu dans R

0

- tout lien prin
ipal de � a deux r�esidus dans R

0

.

R�e
iproquement, on d�e�nit l'ensemble des r�esidus du sous-r�eseau � de R,


omme l'ensemble de toutes les o

urren
es �

0

de sous-r�eseaux de R

0

telles

que � est l'an
être de �

0

.

C'est dans la remarque suivante que r�eside en fait la vraie motivation pour

la d�e�nition pr�e
�edente.

2.3.8. Remarque. Soient T et T

0

deux r�eseaux t.q. T

[x℄

! T

0

, o�u x est un

lien 
oupure 
ontra
tion. Soit n le lien bien sûr de T dont la 
on
lusion est

une pr�emisse de x et soit B

!

la bô�te exponentielle de T asso
i�ee �a n. Si R

est un sous-r�eseau de T qui a un r�esidu dans T

0

et si R 
ontient B

!

, alors

R = B

!

.

2.3.9. Remarque. (i) Si � est une suite d'e.e.r. issue de (R; j

R

), alors on

peut d�e�nir la notion de �-r�eduit (ou simplement r�eduit) de R. Si (R

0

; j

R

0

)

est un �-r�eduit de R, alors on �e
rit (R; j

R

)

�

� (R

0

; j

R

0

). En fait, on �e
rira

souvent plutôt R

�

� R

0

, ou simplement R � R

0

.
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(ii) Les notions d'an
être et de r�esidu d'un lien logique, axiome, 
oupure

ou a�aiblissement, ainsi que 
elles d'an
être et de r�esidu d'une bô�te, d'un

sous-r�eseau ou d'une 
on
lusion se g�en�eralisent imm�ediatement �a une suite

d'e.e.r.

(iii) Nous insistons i
i sur le fait qu'un �-r�eduit (R

0

; j

R

0

) n'est pas univo-

quement determin�e par (R; j

R

) et � ; la notation (R; j

R

)

�

� (R

0

; j

R

0

) indique

simplement qu'il existe une fa�
on d'obtenir (R

0

; j

R

0

) �a partir de (R; j

R

) en

appliquant aux e.e.r. de � la d�e�nition 2.2.8. En parti
ulier, lorsque nous

ferons usage de la notion de substitution d'un r�eseau �a un sous-r�eseau dans

un r�eseau donn�e (d�e�nie dans 2.1.6), il nous arrivera d'�e
rire que (sous 
er-

taines hypoth�eses bien sûr) si T

�

� T

0

, alors T [�=�℄

�

� T

0

[�=�

0

1

; : : : ; �=�

0

n

℄,

o�u � est un sous-r�eseau de T , � un r�eseau ave
 les mêmes 
on
lusions que

�, et �

0

1

; : : : ; �

0

n

sont les r�esidus de � dans T

0

(
f. d�e�nition 2.3.7). On veut

dire par l�a qu'il existe une fon
tion de saut j

T [�=�℄

, une fon
tion de saut

j

T

0

[�=�

0

1

;:::;�=�

0

n

℄

, et une fa�
on d'obtenir (T

0

[�=�

0

1

; : : : ; �=�

0

n

℄; j

T

0

[�=�

0

1

;:::;�=�

0

n

℄

)

�a partir de (T [�=�℄; j

T [�=�℄

) en appliquant aux e.e.r. de � la d�e�nition 2.2.8.
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Chapitre 3

La propri�et�e de s�eparation

Ce 
ourt 
hapitre est 
onsa
r�e �a une propri�et�e de la normalisation sp�e
i�que

�a la pr�esen
e du 
onne
teur &, dont il sera de nouveau question dans le


hapitre 5. Cette propri�et�e de s�eparation (le th�eor�eme 3.2.2) est essentielle

dans la preuve du th�eor�eme de standardisation additive de l'Annexe A.

3.1 Le lemme de substitution

Le lemme suivant va se r�ev�eler tr�es utile dans la suite de la th�ese.

3.1.1. Lemme. (Lemme de substitution) Soient T , T

0

deux r�eseaux, t.q.

T

�

� T

0

. Soit � un sous-r�eseau de T , et � un r�eseau de mêmes 
on
lusions

que �.

Si, pour tout [x℄ 2 � t.q. T

�

1

� T

1

[x℄

! T

2

�

2

� T

0

, et pour tout r�esidu 


1

de �

dans T

1

, les 
onditions suivantes sont satisfaites :

i) si [x℄ = [ax℄ alors x n'est pas 
ontenu dans 


1

et le lien ax e�a
�e par [x℄

n'est pas 
ontenu dans 


1

ii) si [x℄ 6= [ax℄; [

ad℄ alors au
une des (deux) pr�emisses de x n'est une arête

de 


1

(en parti
ulier, toute 
on
lusion de 


1

n'est pas pr�emisse de x)

iii) si [x℄ = [

ad℄ alors x n'est pas un lien de 


1

, [x℄ n'est attra
tive pour

au
une bô�te de 


1

et si [x℄ duplique un sous-r�eseau de 


1

alors [x℄ duplique




1

tout entier

alors, si �

0

1

; : : : ; �

0

n

sont les r�esidus de � dans T

0

, on a T [�=�℄

�

� T

0

[�=�

0

1

; : : : ; �=�

0

n

℄

(�a des substitutions pr�es). Si [8=9℄ 2 �, alors on aura, plus pr�e
is�ement,

T [�=�℄

�

� T

0

[�

1

=�

0

1

; : : : ; �

n

=�

0

n

℄, o�u �

i

= � dans lequel on a e�e
tu�e les

substitutions requises par la ou les e.e.r. [8=9℄.

63
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D�emonstration : Intuitivement, les 
onditions (i); (ii); (iii) garantissent

que [x℄ ne modi�e rien dans les r�esidus de � : la seule 
hose que [x℄ puisse

faire 
'est dupliquer ou e�a
er des r�esidus.

Plus formellement, nous pro
�edons par indu
tion sur �. Si � est vide, alors

T = T

0

et le r�esultat est �evident.

Autrement T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

. Par hypoth�ese d'indu
tion, si �

1

1

: : : �

m

1

sont les

r�esidus de � dans T

1

, on a T [�=�℄

�

1

� T

1

[�=�

1

1

; : : : ; �=�

m

1

℄ (�a des substitutions

pr�es). Pour 
on
lure, il suÆt de v�eri�er que pour tout r�esidu �

i

1

de � dans

T

1

et pour tous les r�esidus �

0

de �

i

1

dans T

0

, on a T

1

[�=�

i

1

℄

[x℄

! T

0

[�=�

0

℄

(�a des substitutions pr�es si [x℄ = [8=9℄), o�u [x℄ est une quel
onque e.e.r.

satisfaisant les 
onditions i), ii) et iii). Dans le 
as o�u [x℄ est une e.e.r.

[

ad℄ qui duplique le sous-r�eseau Æ de T

1

, il est important de remarquer que

(grâ
e �a (iii) de la remarque 2.1.7) Æ[�=�

1

1

; : : : ; �=�

m

1

℄ est un sous-r�eseau de

T

1

[�=�

1

1

; : : : ; �=�

m

1

℄. �

3.2 Normalisation et s�eparation

La remarque suivante est aussi simple que fondamentale.

3.2.1. Remarque. Soit R un r�eseau et soit R

0

un r�eduit de R. Si l est

un lien logique, un lien axiome ou un lien 
oupure logique, de profondeur

exponentielle z�ero dans R, alors tout r�esidu de l dans R

0

est �a profondeur

exponentielle z�ero dans R

0

. Ce
i reste vrai pour un sous-r�eseau � de R

di��erent d'une bô�te exponentielle, et pour une bô�te additive B de R : si

� et B sont �a profondeur exponentielle z�ero dans R, alors tout r�esidu de �

dans R

0

ainsi que tout r�esidu de B dans R

0

est �a profondeur exponentielle

z�ero dans R

0

.

Ce
i par
e que la seule possibilit�e pour un lien (di��erent d'un lien 
oupure


ommutative exponentielle) d'entrer dans une bô�te exponentielle est d'être

d�ej�a dans une autre bô�te exponentielle, dont la 
on
lusion de la pal est

pr�emisse d'un lien 
oupure 
ommutative exponentielle.

Nous allons maintenant prouver une propri�et�e importante de la normalisa-

tion en pr�esen
e d'additifs. Si on suit l'intuition (
orrobor�ee par la s�emantique

d�enotationnelle 
oh�erente) qu'une bô�te additive n'est autre qu'une repr�esentation

syntaxique de la superposition de deux pro
essus 
al
ulatoires, le th�eor�eme

de s�eparation peut être informellement �enon
�e de la fa�
on suivante : �la

normalisation pr�eserve la superposition �a profondeur exponentielle z�ero>>.
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3.2.2. Th

�

eor

�

eme. (Propri�et�e de s�eparation). Soient T , T

0

deux r�eseaux,

t.q. T

�

� T

0

. Soit B une bô�te additive de profondeur exponentielle z�ero dans

T , et B

0

un r�esidu de B dans T

0

.

Pour tout r�esidu B

00

de B dans T

0

t.q. B

00

6= B

0

, il existe une bô�te additive

B de T

0

qui s�epare B

0

et B

00

.

D�emonstration : Par indu
tion sur �. Si T

0

= T , alors le r�esultat est

�evident.

Autrement T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

.

Si B

0

est l'unique r�esidu de B dans T

0

, alors le lemme est trivialement vrai.

Autrement soit B

00

6= B

0

un r�esidu de B dans T

0

. Soit B

0

1

(resp. B

00

1

) l'an
être

de B

0

(resp. B

00

) dans T

1

.

Si B

0

1

= B

00

1

= B

1

, alors (puisque B

00

6= B

0

) B

1

est dupliqu�ee lors de l'e.e.r.

[x℄. Mais 
omme B

1

est �a profondeur exponentielle z�ero dans T

1

(�a 
ause de

la remarque 3.2.1), la seule possibilit�e est que [x℄ = [

ad℄. Soit alors B

1

la

bô�te additive de T

1

t.q. [x℄ est B

1

-attra
tive, et soit S le sous-r�eseau de T

1

aval�e par B

1

lors de l'e.e.r. [x℄. B

1

est (�evidemment) un sous-r�eseau de S.

La bô�te B de T

0


her
h�ee est alors l'unique residu de B

1

dans T

0

.

Supposons maintenant que B

0

1

6= B

00

1

. Par hypoth�ese d'indu
tion, il existe une

bô�te additive B

1

de T

1

qui s�epare B

0

1

et B

00

1

.

Remarquons que la bô�te B

1

de T

1

a un ou deux r�esidu(s) dans T

0

: si B

1

n'avait pas de r�esidu dans T

0

, alors (voir aussi (ii) de la remarque 2.2.11)

une au moins des deux 
omposantes de B

1

disparâ�trait, et alors une bô�te

parmi B

0

1

et B

00

1

n'aurait pas de r�esidu dans T

0

, 
e qui est impossible.

En�n, 
onsid�erons les deux possibilit�es :

(i) B

1

a un r�esidu dans T

0

: dans 
e 
as la bô�te B de T

0


her
h�ee est l'unique

r�esidu de B

1

dans T

0

.

(ii) B

1

a deux r�esidus dans T

0

: appelons-les B

0

11

et B

0

12

. Toujours par
e que

B

1

est �a profondeur exponentielle z�ero, [x℄ = [

ad℄ et B

1

est 
ontenue

dans le sous-r�eseau S de T

1

dupliqu�e par l'e.e.r. [x℄. Soit B

2

la bô�te

additive de T

1

t.q. [x℄ est B

2

-attra
tive, et soit B

0

2

l'unique r�esidu de B

2

dans T

0

.

En tant que sous-r�eseaux de B

1

(don
 de S), B

0

1

et B

00

1

ont 
ha
un deux

r�esidus dans T

0

. Plus pr�e
is�ement, un r�esidu de B

0

1

(resp. de B

00

1

) est un

sous-r�eseau de B

0

11

et l'autre est un sous-r�eseau de B

0

12

. Appelons B

0

11

(resp. B

00

11

) le r�esidu de B

0

1

(resp. de B

00

1

) 
ontenu dans B

0

11

et B

0

12

(resp.

B

00

12

) 
elui qui est 
ontenu dans B

0

12

. On a B

0

= B

0

1i

et B

00

= B

00

1j

, ave


i; j 2 f1; 2g.

Si i = j = 1 (resp. i = j = 2), alors la bô�te B

0

11

(resp. B

0

12

) est la bô�te

additive de T

0


her
h�ee. Si i 6= j, alors la bô�te B

0

2

est la bô�te 
her
h�ee.
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3.2.3. Remarque. (i) Comme toute bô�te qui s�epare des liens ou des bô�tes,

la bô�te dont le th�eor�eme pr�e
�edent aÆrme l'existen
e est unique.

(ii) Une bô�te B qui ne satisfait pas l'hypoth�ese \B �a profondeur exponen-

tielle z�ero dans T", n'est pas assur�ee de satisfaire la propri�et�e de s�eparation.

Supposons par exemple que T

[
o℄

! T

0

et que B soit 
ontenue dans la bô�te

exponentielle dupliqu�ee par l'e.e.r. [
o℄. Les deux r�esidus B

0

et B

00

de B dans

T

0

ne sont s�epar�es par au
une bô�te additive de T

0

. Ce
i 
ontredit la 
on
lu-

sion du th�eor�eme, et aussi (
e qui est pire) sa signi�
ation intuitive : B

0

et

B

00

ne sont pas superpos�ees dans T

0

, don
 l'�etape de normalization [
o℄ n'a

pas pr�eserv�e la superposition.

Mentionnons au passage le fait que 
e ph�enom�ene semble être li�e �a l'isomor-

phisme d'espa
es 
oh�erents !(A&B) et !A
!B : �un lien & �a profondeur

exponentielle sup�erieure �a z�ero n'est pas un vrai lien &>>.

(iii) La propri�et�e de s�eparation nous dit aussi que, dans tout r�eduit d'un

r�eseau T , deux r�esidus di��erents d'une bô�te additive de profondeur expo-

nentielle z�ero dans T ne peuvent pas interagir (il n'appartiendront jamais,

par exemple, �a deux sous-r�eseaux 
onne
t�es par un lien 
). Remarquons

que 
e n'est pas du tout le 
as des r�esidus d'une bô�te exponentielle. Intui-

tivement, 
e
i veut dire que le ph�enom�ene de dupli
ation pr�esent lors d'une

e.e.r. 
ommutative additive est de nature 
ompl�etement di��erente de 
elui

qui a

ompagne une e.e.r. 
ontra
tion.

(iv) Une 
ons�equen
e de la propri�et�e de s�eparation est qu'un r�esidu B

0

d'une

bô�te additive B de profondeur exponentielle z�ero dans T ne peut pas être


ontenu dans un r�esidu B

00

de B di��erent de B

0

. Ce
i est faux en g�en�eral

(si B n'est pas �a profondeur exponentielle z�ero) : 
omme les bô�tes expo-

nentielles, les bô�tes additives peuvent (en un 
ertain sens) \se rentrer dans

elles-mêmes", 
e qui a pour 
ons�equen
e (notamment) qu'il est impossible

de borner �a priori la profondeur additive (de même que la profondeur ex-

ponentielle) des r�eduits d'un r�eseau. Il n'est pas inint�eressant de remarquer,

que 
e
i reste vrai dans les syst�emes �a \basse" 
omplexit�e tels que ELL et

LLL : si il est vrai que la profondeur exponentielle est 
onstante, les 
onte-

nus des bô�tes exponentielles, eux, peuvent toutefois interagir, de sorte que

le ph�enom�ene d'une bô�te additive \s'avalant elle-même" n'aura pas disparu.

Dans [Girard 95b℄, 
e
i est soigneusement �evit�e : on n'e�e
tue pas les e.e.r.

[

ad℄, 
e qui, 
omme nous allons le voir dans le pro
hain 
hapitre, est le

plus souvent tr�es raisonnable...

La �gure 5 fournit un exemple de bô�te exponentielle de PN

2

\s'avalant
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elle-même". L'exemple est un peu plus 
ompliqu�e que n�e
essaire, pour que

le le
teur 
onnaissant le syst�eme ELL puisse re
onnâ�tre que, malgr�e le fait

que la profondeur exponentielle est 
onstante dans ELL, une bô�te additive


ontenue dans la bô�te exponentielle B de la �gure 5 peut avaler un de ses

r�esidus.

Remarquons aussi que le r�eseau de d�epart de la �gure 5 
orrespond au

�-terme (�f(f)(f)x)�yt : le ph�enom�ene en question apparâ�t alors tr�es 
lai-

rement.

Le lemme suivant peut s'obtenir par une d�emonstration presque identique �a


elle du th�eor�eme de s�eparation, mutatis mutandis.

3.2.4. Lemme. Soit T un r�eseau t.q. T

�

� T

0

, 
 un lien 
oupure de T , et

supposons que si R est un r�eseau apparaissant dans �, alors tout r�esidu

de 
 dans R est �a profondeur exponentielle z�ero dans R (
e qui signi�e, en

parti
ulier, que 
 est �a profondeur exponentielle z�ero dans T ).

Soient 


0

, 


00

deux r�esidus de 
 dans T

0

t.q. 


0

6= 


00

. Il existe alors une bô�te

additive B

0

qui s�epare 


00

et 


0

.
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Figure 5. Un r�esidu de B avale un autre r�esidu de B



Chapitre 4

Con
uen
e faible des r�eseaux

de PN

2

Le syst�eme PN

2

muni de sa normalisation ne jouit pas de la propri�et�e de


on
uen
e (ou Chur
h-Rosser). Pour s'en 
onvain
re sans diÆ
ult�es, le le
-

teur peut �eliminer le lien 
oupure entre la bô�te additive (
ontenant deux

liens axiome) de 
on
lusions ` A

?

&A

?

; A et la bô�te additive (
ontenant

deux liens axiome) de 
on
lusions ` A&A;A

?

. Le probl�eme est i
i que les

pr�emisses du lien 
oupure sont toutes les deux 
on
lusions de portes 
oad :

il faut 
hoisir (arbitrairement) laquelle des deux bô�tes avale (et duplique)

l'autre (voir �gure 6). Remarquons au passage que 
e même 
on
it est d�ej�a

pr�esent ave
 la d�e�nition originelle de [

ad℄ de [Girard 87℄.

Cependant, la propri�et�e de s�eparation semble indiquer que 
ette non 
on
uen
e

n'est pas, pour ainsi dire, in
ontrôlable. A 
ette aÆrmation informelle, le

pr�esent 
hapitre donne le 
ontenu suivant : si parmi les 
on
lusions du r�eseau

R il n'y a au
une formule 
ontenant une o

urren
e du 
onne
teur & ou du

quanti�
ateur 9, alors la normalisation d�e�nie dans le 
hapitre 2 asso
ie �a

R un unique r�eseau sans 
oupures (th�eor�eme 4.3.5). Signalons que 
e 
as

est tr�es important pour \programmer" ave
 des r�eseaux (suivant l'appro
he

d�e
rite dans [KriPar 90℄ et dite de \programmation par preuves"). Les types

des donn�ees sont en e�et des formules sans & ni 9, même si 
es 
onne
teurs

(et les e.e.r. qui leurs sont asso
i�ees) aparaissent dans le d�eroulement du


al
ul (voir aussi la remarque 4.2.3, et [Girard 95a℄, [DJ 99℄).

Dans 
e 
hapitre, nous allons 
onsid�erer les ensembles de r�eseaux suivants :

- PN

2

: l'ensemble des r�eseaux ave
 sauts d�e�nis dans 1.3.7, dont les �el�ements

seront appel�es r�eseaux ave
 sauts

69
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- PN

+

2

: l'ensemble des r�eseaux (sans sauts) d�e�nis dans 1.2.7, dont les

�el�ements seront appel�es simplement r�eseaux

- PN

�

2

: le sous-ensemble de PN

+

2

dont les �el�ements sont les r�eseaux qui ne


ontiennent au
un lien & et au
un lien �.

A tout r�eseau ave
 sauts est asso
i�e un r�eseau (il suÆt d'oublier les sauts),

de telle sorte que tout r�eseau est en fait une 
lasse d'�equivalen
e de r�eseaux

ave
 sauts. Toutes les e.e.r. de la d�e�nition 2.2.3, sauf l'�etape [

ad℄, sont

parfaitement bien d�e�nies sur les r�eseaux (
f. aussi th�eor�eme 2.3.2). On

peut don
 d�e�nir dans PN

+

2

la r�egle de r�e�e
riture

:[

ad℄

�! , obtenue �a partir

de la r�e
riture usuelle en interdisant toute appli
ation d'une e.e.r. [

ad℄. On

notera

:[

ad℄

� la 
ôture r�e
exive et transitive de

:[

ad℄

�! . On dira aussi que �

est une suite de r�edu
tions :[

ad℄ lorsque 8[x℄ 2 �, [x℄ 6= [

ad℄.

Soient (R; j

R

) et (R

0

; j

R

0

) deux r�eseaux ave
 sauts t.q. (R; j

R

)

�

� (R

0

; j

R

0

),

o�u � est une suite de r�edu
tions :[

ad℄. On a alors pour les r�eseaux R,

R

0

: R

�

� R

0

. Puisqu'en l'absen
e d'e.e.r. [

ad℄ la notion de saut n'a au
une

in
uen
e sur le pro
essus d'�elimination des 
oupures, la r�e
iproque aussi est

vraie : si (R; j

R

) est un r�eseau ave
 sauts et R

0

est un r�eseau t.q. R

�

� R

0

(o�u

� est une suite de r�edu
tions :[

ad℄), alors il existe une fon
tion de saut

j

R

0

t.q. (R

0

; j

R

0

) est un r�eseau ave
 sauts et (R; j

R

)

�

� (R

0

; j

R

0

) (il suÆra de

suivre la d�e�nition 2.2.8, et d'utiliser le th�eor�eme 2.3.5).

Nous appliquerons tr�es souvent le lemme de substitution (lemme 3.1.1) :

lorsque une e.e.r. [8=9℄ est 
on
ern�ee par une de 
es appli
ations, alors les

formules de 
ertains r�eseaux doivent être 
onsid�er�ees �a des substitutions

pr�es.

Nous allons utiliser les r�esultats suivants :

4.0.5. Th

�

eor

�

eme. ([Girard 87℄, [Danos 90℄). Les r�eseaux de PN

�

2

sont

fortement normalisables (
.�a.d. que toute suite d'e.e.r. issue de l'un d'entre

eux est �nie).

D�emonstration : C'est essentiellement la preuve de normalisation forte

de Girard pour le syst�eme F, adapt�ee aux r�eseaux ([Girard 87℄). Mais la

syntaxe lin�eaire rend indispensable pour mener �a bien la preuve un r�esultat

suppl�ementaire, 
onnu sous le nom de \th�eor�eme de standardisation" ou

\th�eor�eme de stri
tion". Pour le fragment PN

�

2

, 
e r�esultat a �et�e prouv�e

par Vin
ent Danos (
f. [Danos 90℄). �

4.0.6. Th

�

eor

�

eme. ([Be
het 94℄). Il existe une tradu
tion des r�eseaux de
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PN

+

2

dans les r�eseaux de PN

�

2

, not�ee [�℄, et telle que : si R est un r�eseau

de PN

+

2

et R

[x℄

! R

0

, ave
 [x℄ 6= [

ad℄, alors on a dans PN

�

2

[R℄

n

� [R

0

℄, o�u

n > 0.

4.0.7. Corollaire. Les r�eseaux de PN

+

2

sont fortement normalisables,

relativement �a la r�egle de r�e�e
riture

:[

ad℄

�! .

4.1 La r�edu
tion :[

ad℄

Le r�esultat de Be
het �etant formul�e en 
al
ul des s�equents, et n'�etant pas �a


e jour publi�e, nous 
ommen
erons par le red�emontrer rapidement.

Il repose sur le 
odage des 
onne
teurs additifs de PN

+

2

dans PN

�

2

que

voi
i :

U �

0

V = 8X:?(X 
 U)

}

?(X 
 V )

}

X

?

U&

0

V = 9X:!(X

?

}

U)
!(X

?

}

V )
X.

4.1.1. Proposition. Les formules suivantes sont prouvables (dans PN

+

2

) :

(i) (U � V )

?

}

(U �

0

V ) et (U �

0

V )

?

}

(U � V )

(ii) (U&V )

?

}

(U&

0

V ) et (U&

0

V )

?

}

(U&V ).

D�emonstration : Laiss�ee au le
teur (ou bien 
f. [Be
het 94℄). �

Pour toute formule U , on va d�e�nir la formule [U ℄, obtenue �a partir de U en

substituant &

0

�a & et �

0

�a �. [U ℄ sera alors une formule qui ne 
ontiendra

au
une o

urren
e de 
onne
teur additif.

4.1.2. D

�

efinition. Si U est une formule, la formule [U ℄ se d�e�nit par

indu
tion :

- [X℄ = X si X est une variable propositionnelle.

- [U 
 V ℄ = [U ℄
 [V ℄ et [U

}

V ℄ = [U ℄

}

[V ℄ pour les multipli
atifs.

- [!U ℄ =![U ℄ et [?U ℄ =?[U ℄ pour les exponentielles.

- [8X:U ℄ = 8X:[U ℄ et [9X:U ℄ = 9X:[U ℄ pour les quanti�
ateurs.

- [U � V ℄ = [U ℄ �

0

[V ℄ = 8X:?(X 
 U)

}

?(X 
 V )

}

X

?

ave
 X non libre

dans U ni dans V .

- [U&V ℄ = [U ℄&

0

[V ℄ = 9X:!(X

?

}

U)
!(X

?

}

V ) 
 X ave
 X non libre

dans U ni dans V .

On d�eduit de la proposition pr�e
�edente qu'une formule A est prouvable dans

PN

+

2

ssi [A℄ est prouvable dans PN

�

2

.
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Dans la suite, nous �e
rirons de temps en temps des preuves du 
al
ul des

s�equents au lieu de r�eseaux, mais il 
onvient de 
onsid�erer 
elles-
i 
omme

une \notation" pour les r�eseaux de PN

+

2

: 
e n'est qu'un fa�
on d'am�eliorer la

lisibilit�e. Dans la d�e�nition suivante, on utilise le th�eor�eme de s�equentialisation

pour PN

+

2

(le th�eor�eme 1.2.8). Si � = A

1

; : : : ; A

n

est un multiensemble de

formules, alors on note [�℄ le multiensemble [A

1

℄; : : : ; [A

n

℄.

4.1.3. D

�

efinition. Soit R un r�eseau de PN

+

2

de 
on
lusions U

1

; : : : ; U

n

.

Le r�eseau [R℄ de PN

�

2

se d�e�nit par indu
tion sur une s�equentialisation �

de R :

- si la derni�ere r�egle de � est une r�egle � (par exemple une r�egle �

1

) :

R

1

.

.

.

` �; U

�

1

` �; U � V

alors on d�e�nit [R℄ 
omme :

` X;X

?

[R

1

℄

.

.

.

` [�℄; [U ℄




` [�℄; X 
 [U ℄; X

?

?

` [�℄; ?(X 
 [U ℄); ?(X 
 [V ℄); X

?

}

` [�℄; ?(X 
 [U ℄)

}

?(X 
 [V ℄)

}

X

?

8

` [�℄;8X:?(X 
 [U ℄)

}

?(X 
 [V ℄)

}

X

?

Def

` [�℄; [U � V ℄

- si R est une bô�te additive (
.�a.d. que la derni�ere r�egle de � est une r�egle

&) :

R

1

.

.

.

` �; U

R

2

.

.

.

` �; V

&

` �; U&V

alors on d�e�nit [R℄ 
omme :
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[R

1

℄

.

.

.

` [�℄; [U ℄

}

(?W )

` C; [U ℄

}

` C

}

[U ℄

!

`!(C

}

[U ℄)

[R

2

℄

.

.

.

` [�℄; [V ℄

}

(?W )

` C; [V ℄

}

` C

}

[V ℄

!

`!(C

}

[V ℄)

�

.

.

.

` [�℄; C

?




` [�℄; !(C

}

[U ℄)
!(C

}

[V ℄)
 C

?

9X = C

?

` [�℄; 9X:!(X

?

}

[U ℄)
!(X

?

}

[V ℄)
X

Def

` [�℄; [U&V ℄

o�u lorsque � = A

1

; : : : ; A

h

on prend 
omme formule C la formule [A

1

℄

}

: : :

}

[A

h

℄ et 
omme preuve � la preuve obtenue �a partir des axiomes `

[A

i

℄; [A

i

℄

?

en appliquant n� 1 r�egles 
, tandis que lorsque � = ; on prend


omme formule C une formule ?D quel
onque t.q. il existe une preuve � de

!D

?

= C

?

(prendre par exemple D

?

= E

}

E

?

o�u E est une formule).

- si la derni�ere r�egle de � est toute autre r�egle L (0 � k � 2) :

R

1

.

.

.

` �

1

: : :

R

k

.

.

.

` �

k

L

` U

1

; : : : ; U

n

alors on d�e�nit [R℄ 
omme :

[R

1

℄

.

.

.

` [�

1

℄

: : :

[R

k

℄

.

.

.

` [�

k

℄

L

` [U

1

℄; : : : ; [U

n

℄

Le lemme suivant est le lemme 
ru
ial pour prouver la forte normalisation

de :[

ad℄ :

4.1.4. Lemme. Si R est un r�eseau de PN

+

2

et R

[x℄

! R

0

(ave
 bien sûr

[x℄ 6= [

ad℄), alors on a dans PN

�

2

[R℄

n

� [R

0

℄, o�u n > 0.

D�emonstration : Remarquons tout d'abord que le lien 
oupure x de R

apparâ�t dans [R℄ : appelons y 
e lien 
oupure de [R℄. Soit n

1

et n

2

(resp.

m

1

et m

2

) les deux liens dont les 
on
lusions sont les deux pr�emisses de x

dans R (resp. de y dans [R℄). Des d�e�nitions 4.1.2 et 4.1.3, on d�eduit que

m

i

est en fait n

i

, sauf dans les trois 
as suivants :
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(1) n

i

est un lien &

(2) n

i

est un lien �

(3) n

i

est un lien 
oad.

Si ni n

1

ni n

2

ne satisfait une des trois 
onditions 
i-dessus, alors on a

[R℄

[y℄

! [R

0

℄.

Si (1), (2), ou (3) est satisfaite par un des liens n

1

; n

2

, alors [x℄ est n�e
�essairement

une e.e.r. axiome, [&=�℄, ou [

ad℄. Ce dernier 
as est �a ex
lure ([x℄ 6= [

ad℄).

Si [x℄ est une e.e.r. axiome et (par exemple) n

2

est un lien axiome, m

2

est

aussi un lien axiome et on a [R℄

[ax℄

! [R

0

℄. La seule 
hose qui reste �a v�eri�er

est que le lemme est vrai lorsque [x℄ = [&=�℄. Si [x℄ = [&=�

1

℄, on a :

[R

1

℄

.

.

.

` [�℄; [U℄

}

; (?W )

` C; [U℄

}

` C

}

[U℄

!

`!(C

}

[U℄)

[R

2

℄

.

.

.

` [�℄; [V ℄

}

; (?W )

` C; [V ℄

}

` C

}

[V ℄

!

`!(C

}

[V ℄)

�

.

.

.

` [�℄;C

?




` [�℄; !(C

}

[U℄)
!(C

}

[V ℄)
 C

?

9X = C

?

` [�℄;9X:!(X

?

}

[U℄)
!(X

?

}

[V ℄)
X

Def

` [�℄; [U&V ℄

` X;X

?

[R

3

℄

.

.

.

` [�℄; [U

?

℄




` [�℄;X 
 [U

?

℄;X

?

?

` [�℄; ?(X 
 [U

?

℄); ?(X 
 [V

?

℄);X

?

}

` [�℄; ?(X 
 [U

?

℄)

}

?(X 
 [V

?

℄)

}

X

?

8

` [�℄;8X:?(X 
 [U

?

℄)

}

?(X 
 [V

?

℄)

}

X

?

Def

` [�℄; [U

?

� V

?

℄


ut

` [�℄; [�℄

qui se r�eduit en plusieurs �etapes en

[R

1

℄

.

.

.

` [�℄; [U ℄

[R

3

℄

.

.

.

` [�℄; [U

?

℄


ut

` [�℄; [�℄

�

4.1.5. Proposition. Les r�eseaux PN

+

2

sont fortement normalisables, re-

lativement �a la r�egle de r�e�e
riture

:[

ad℄

�! .

D�emonstration : C'est une 
ons�equen
e imm�ediate du lemme pr�e
�edent :

une suite in�nie d'e.e.r. :[

ad℄ dans PN

+

2

produirait une suite in�nie d'e.e.r.

dans PN

�

2

, 
e qui 
ontredit le th�eor�eme 4.0.5. �

4.1.6. Remarque. Soit R un r�eseau et B une bô�te additive de R. Sup-

posons que R

�

� R

0

, o�u � est une suite de r�edu
tions :[

ad℄. Au
un r�esidu

B

0

de B dans R

0

ne peut 
ontenir 
omme sous-r�eseau un r�esidu B

00

de B
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di��erent de B

0

: tout simplement par
e que, en l'absen
e de [

ad℄, il n'y a

au
un moyen d'entrer dans une bô�te additive.

Soit (R; j

R

) un r�eseau ave
 sauts et supposons que R

[x℄

�! R

0

, o�u [x℄ 6= [

ad℄.

A 
ause des di��erentes fa�
ons possibles de d�e�nir la fon
tion j

R

0

asso
i�ee �a

l'e.e.r. [x℄ (suivant la d�e�nition 2.2.8), la proposition suivante ne pourra pas

être vraie dans PN

2

.

4.1.7. Proposition. Dans PN

+

2

, la r�egle de r�e�e
riture

:[

ad℄

� est 
on
uente.

D�emonstration : C'est une 
ons�equen
e de la forte normalisation et de la


on
uen
e lo
ale de

:[

ad℄

�! , o�u la 
on
uen
e lo
ale est la propri�et�e suivante

des r�eseaux : si R est un r�eseau t.q. R

[x

1

℄

�! R

1

et R

[x

2

℄

�! R

2

, alors il existe

deux suites de r�edu
tions �

1

et �

2

et un r�eseau R

0

t.q. R

1

�

1

� R

0

et R

2

�

2

� R

0

.

Ce
i peut se d�emontrer en examinant tous les 
as possibles (sans surprises).

�

4.1.8. Proposition. Soit R un r�eseau sans o

urren
es du 
onne
teur &

ni du quanti�
ateur 9 dans ses 
on
lusions.

Si R est normal pour la r�egle de r�e�e
riture

:[

ad℄

�! , (
.�a.d. qu'il n'y a dans R

que des liens 
oupure de type 

ad), alors R est sans 
oupures.

D�emonstration : C'est plus ou moins �evident, et J.-Y. Girard l'avait d�ej�a

remarqu�e dans [Girard 95a℄ : R ne peut pas 
ontenir seulement des liens


oupure de type 

ad. En e�et, si 


1

est un lien 
oupure dont une pr�emisse

est une porte 
oad d'une bô�te additive B

1

, alors il existe un 
hemin �

1

ayant

la porte prin
ipale de B

1


omme premier lien. Ce 
hemin doit traverser un

lien 
oupure 


2

(se souvenir qu'il n'y a pas d'o

urren
es du 
onne
teur &

ni du quanti�
ateur 9 dans les 
on
lusions de R). Mais alors, 


2

est un lien


oupure dont une pr�emisse est une porte 
oad d'une bô�te additive B

2

, et il

existe un 
hemin �

2

ayant la porte prin
ipale de B

2


omme premier lien, et

qui doit traverser un lien 
oupure 


3

... bien sûr 
e
i ne peut pas 
ontinuer

�eternellement (�a 
ause de l'a
y
li
it�e de tous les graphes de 
orre
tion d'un

r�eseau, 
f. d�e�nition 1.2.7). �

4.2 La r�edu
tion paresseuse

Nous allons �a pr�esent faire une petite digression sur la strat�egie dite \pares-

seuse" (lazy en anglais) d'�elimination des 
oupures, �a 
ause de son impor-
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tan
e dans les r�e
ents travaux sur les syst�emes logiques �a \basse 
omplexit�e"

ELL et LLL (
f. notamment [Girard 95a℄).

4.2.1. D

�

efinition. Soit x un lien 
oupure du r�eseau R. Nous dirons que

x est un lien 
oupure paresseux lorsque x est �a profondeur additive z�ero

dans R, et x n'est pas seulement de type 

ad (se souvenir de la remarque

2.2.2 : un lien 
oupure peut être �a la fois de type axiome et de type 

ad).

De la même fa�
on, si x est un lien 
oupure paresseux, alors nous dirons que

[x℄ est une e.e.r. paresseuse, lorsque [x℄ 6= [

ad℄ (
e
i devant être pr�e
is�e,

toujours �a 
ause de la remarque 2.2.2). Nous dirons d'une suite de r�edu
tions

� que 
'est une suite de r�edu
tions paresseuses lorsque 
haque e.e.r. de

� est paresseuse. On notera �!

l


ette r�egle de r�e�e
riture, et �

l

sa 
lôture

r�e
exive et transitive.

4.2.2. Proposition. Soit R un r�eseau ne 
ontenant au
une o

urren
e du


onne
teur & ni du quanti�
ateur 9 dans ses 
on
lusions. Alors :

(1) Toute suite d'e.e.r. paresseuses issue de R est �nie.

(2) Toute forme normale paresseuse de R est sans 
oupures : si un r�eseau T

est normal pour �!

l

, (
.�a.d. qu'il ne 
ontient que des liens 
oupures de

type 

ad ou de profondeur additive sup�erieure �a z�ero dans T ), alors T

est sans 
oupures.

(3) Il existe une unique forme normale paresseuse de R (qui est sans 
ou-

pures).

D�emonstration : (1) : Puisque toute e.e.r. paresseuse est aussi une e.e.r.

:[

ad℄, la r�egle de r�e�e
riture �!

l

est fortement normalisante (
ons�equen
e

de la proposition 4.1.5).

(2) : Identique �a la preuve de 4.1.8.

(3) : Soient R

0

et R

1

deux formes normales paresseuses de R. (2) implique

que R

0

et R

1

sont sans 
oupures. Puisque une suite de r�edu
tions paresseuses

est aussi une suite de r�edu
tions :[

ad℄, R

0

et R

1

sont aussi des formes

normales pour la r�egle de r�e�e
riture :[

ad℄, qui est 
on
uente. Don
 R

0

=

R

1

. �

4.2.3. Remarque. La pro
�edure paresseuse d'�elimination des 
oupures est

\presque" 
elle qui est d�e�nie dans [Girard 95b℄ pour �eliminer les 
oupures

dans le syst�eme LLL, et elle 
o��n
ide exa
tement ave
 la pro
�edure d�e�nie

par Girard dans le 
as de MALL

2

(le fragment de PN

2

qui ne fait usage

que des 
onne
teurs additifs et des quanti�
ateurs du se
ond ordre). Dans
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[Girard 95a℄, on montre que (en faisant un peu attention aux substitutions

dans les e.e.r. [8=9℄) pourMALL

2


ette pro
�edure termine en temps lin�eaire.

Le \d�efaut" de la pro
�edure d�e�nie par Girard est qu'elle ne termine pas

toujours sur un r�eseau sans 
oupures. Mais dans le 
as o�u les 
on
lusions du

r�eseau qu'on normalise ne 
ontiennent au
une o

urren
e du 
onne
teur &

ni du quanti�
ateur 9, (2) de la proposition 4.2.2 nous dit pr�e
is�ement que

la pro
�edure paresseuse termine sur un r�eseau sans 
oupures. Ce 
as est en

fait tr�es important 
ar les donn�ees (telles que par exemple les entiers) sont le

plus souvent typ�ees par des formules qui ne 
ontiennent au
une o

urren
e

du 
onne
teur & ni du quanti�
ateur 9 (
f. aussi [DJ 99℄).

La remarque suivante est une 
ons�equen
e imm�ediate de la proposition

pr�e
�edente et de la 
on
uen
e de

:[

ad℄

�! (proposition 4.1.7).

4.2.4. Remarque. Soit R un r�eseau ne 
ontenant au
une o

urren
e du


onne
teur & ni du quanti�
ateur 9 dans ses 
on
lusions. L'unique forme

normale :[

ad℄ de R peut être atteinte de fa�
on paresseuse.

Nous montrerons (th�eor�eme 4.3.5) que l'unique forme normale :[

ad℄ de R

est en fait aussi l'unique forme normale du r�eseau ave
 sauts (R; j) (o�u j est

une fon
tion de saut quel
onque), et 
e que nous venons de dire 
'est qu'on

peut l'atteindre de fa�
on paresseuse.

4.3 Le th�eor�eme de 
on
uen
e faible

4.3.1. Lemme. Soit (R; j

R

) un r�eseau ave
 sauts t.q. (R; j

R

)

[

ad℄

�! (R

1

; j

R

1

).

Soit B la bô�te additive de R attra
tive pour l'e.e.r. [

ad℄, et (S; j

S

) le sous-

r�eseau de (R; j

R

) aval�e par B . Appelons (�; j

�

) le sous-r�eseau de (R; j

R

)

obtenu en 
onne
tant B et S par le lien 
oupure que r�eduit l'e.e.r. [

ad℄, et

B l'unique r�esidu de B dans (R

1

; j

R

1

). On a �evidemment R = R

1

[�=B℄.

Supposons que R

1

�

� T , o�u � est une suite de r�edu
tions :[

ad℄ qui

ne 
ontient au
une e.e.r. r�eduisant une 
oupure �a l'int�erieur d'un r�esidu

de B. Si on appelle B

1

; : : : ; B

n

les n r�esidus de B dans T , alors R

�

�

T [�=B

1

; : : : ; �=B

n

℄.

D�emonstration : Essentiellement, le lemme est vrai par
e que lors d'une

suite de r�edu
tions :[

ad℄, un r�esidu de B peut seulement être dupliqu�e

(par une �etape [
o℄), e�a
�e (par une �etape [w℄ ou [&=�℄) ou bien ouvert.

Remarquons aussi que la seule raison pour laquelle on ne peut pas appli-

quer dire
tement le lemme de substitution (lemma 3.1.1) est que parmi les
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e.e.r. de � il pourrait y avoir [x℄ = [&=�℄ qui ouvre un r�esidu de B. Ce

qu'on va montrer, 
'est pr�e
is�ement que 
ette �eventualit�e ne pr�esente pas

d'in
onv�enients : [x℄ a le même e�et lorsqu'on substitue � �a 
e r�esidu de B.

On prouve le lemme par indu
tion sur �.

Si � = ;, alors le r�esultat est �evident.

Autrement, supposons que R

1

�

0

� T

0

[x℄

�! T , et soient B

1

; : : : ; B

n

les r�esidus

de B dans T

0

. Par hypoth�ese d'indu
tion R

�

0

� T

0

[�=B

1

; : : : ; �=B

n

℄.

Il faut montrer que 8i 2 f1; : : : ; ng, T

0

[�=B

i

℄

[x℄

�! T [�=B

1

i

; : : : ; �=B

h

i

i

℄, o�u

B

1

i

; : : : ; B

h

i

i

sont les h

i

residus de B

i

dans T (h

i

2 f0; 1; 2g).

Si x n'est pas un lien 
oupure &=� dont une pr�emisse est la porte & d'un

r�esidu de B, alors on applique tout simplement le lemme de substitution �a


haque B

i

.

Supposons don
 que x soit un lien 
oupure &=� dont une pr�emisse est la

porte & de B

k

. Remarquons d'abord qu'on peut toujours appliquer le lemme

de substitution �a tous les B

j

, pour j 6= k (par
e que au
une 
on
lusion de B

j

ne peut être 
on
lusion d'un lien �, et bien sûr aussi �a 
ause de la remarque

4.1.6). On v�eri�e alors simplement que T

0

[�=B

k

℄

[&=�℄

�! T . Puisqu'il n'y a pas

de r�esidus de B

k

dans T , 
e
i permet de 
on
lure. �

4.3.2. Lemme. Soit B une bô�te additive du r�eseau R. Supposons que

R

�

1

� R

1

[x℄

�! R

2

�

2

� R

0

soit une suite de r�edu
tions :[

ad℄, que R

0

ne


ontienne au
un r�esidu de B, et que �

2

ne 
ontienne au
une e.e.r. r�eduisant

une 
oupure �a l'int�erieur d'un r�esidu de B.

Alors, il existe une suite de r�edu
tions :[

ad℄ � t.q. R

�

1

� R

1

�

� R

0

, et � ne


ontient au
une e.e.r. reduisant une 
oupure dans un r�esidu de B.

D�emonstration : Il n'y a quelque 
hose �a prouver que lorsque le lien 
ou-

pure x est 
ontenu dans le r�esidu B

1

de B dans R

1

. Soit B

2

l'unique r�esidu

de B

1

idans R

2

.

L'id�ee est que, puisque �nalement tous les r�esidus de B

2

disparâ�tront, on a

pour 
ha
un de 
es r�esidus une des deux possibilit�es suivantes :

- le r�esidu est e�a
�e par une e.e.r. de �

2

, auquel 
as [x℄ est inutile (pour 
e

r�esidu)

- le r�esidu est ouvert par une e.e.r. [&=�℄, auquel 
as, soit [x℄ est de nouveau

inutile, soit \
'est pareil" d'appliquer [x℄ au d�ebut de la suite de r�edu
tions

ou imm�ediatement apr�es l'e.e.r. [&=�℄.

Plus formellement, on prouve que pour toute d�e
omposition de �

2

R

2

�

� T

�

2

n�

� R

0

, il existe une suite de r�edu
tions :[

ad℄ � t.q.
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R

1

= R

2

[B

1

=B

2

℄

�

� T [B

1

=B

1

2

; : : : ; B

1

=B

n

2

℄, et 8[z℄ 2 �, z n'est 
ontenu dans

au
un r�esidu de B (nous sommes en train de parler des r�esidus de la bô�te

B de R), o�u B

1

2

; : : : ; B

n

2

sont les n r�esidus de B

2

dans T (relativement �a la

suite de r�edu
tions �). La 
on
lusion sera alors une 
ons�equen
e imm�ediate

du 
as � = �

2

.

On pro
�ede par indu
tion sur � .

Si � = ;, alors T = R

2

et le r�esultat est imm�ediat ave
 � = � = ;.

Autrement, R

2

�

1

� T

1

[y℄

�! T . Soit B

1

2

; : : : ; B

m

2

les r�esidus de B

2

dans T

1

.

Par hypoth�ese d'indu
tion R

1

= R

2

[B

1

=B

2

℄

�

1

� T

1

[B

1

=B

1

2

; : : : ; B

1

=B

m

2

℄ o�u

8[z℄ 2 �

1

, z n'est 
ontenu dans au
un r�esidu de B.

8i 2 f1; : : : ;mg, soit B

1;i

2

; : : : ; B

h

i

;i

2

les h

i

r�esidus de B

i

2

dans T (h

i

2

f0; 1; 2g). Si [y℄ n'ouvre au
une des bô�tes B

1

2

; : : : ; B

m

2

, alors le lemme de sub-

stitution permet d'aÆrmer que, 8i 2 f1; : : : ;mg, T

1

[B

1

=B

i

2

℄

[y℄

�! T [B

1

=B

1;i

2

; : : : ; B

1

=B

h

i

;i

2

℄,

et on prendra � = [y℄ Æ �

1

.

Supposons maintenant que [y℄ = [&=�℄ ouvre la bô�te B

k

2

. Alors 8i 2

f1; : : : ;mg, i 6= k, h

i

= 1 ; et il n'existe au
un r�esidu de B

k

2

dans T .

Pour i 6= k le lemme de substitution peut toujours s'appliquer, et on a

T

1

[B

1

=B

i

2

℄

[y℄

�! T [B

1

=B

i

2

℄. Pour i = k, puisque dans �

2

il n'y a au
une

e.e.r. reduisant une 
oupure dans une 
omposante d'un r�esidu de B

2

, de

B

1

[x℄

�! B

2

, on d�eduit B

1

[x℄

�! B

k

2

. Soit T

2

t.q. T

1

[B

1

=B

k

2

℄

[y℄

�! T

2

. On a les

deux possibilit�es suivantes :

- si x est un lien de la 
omposante de B

1

e�a
�ee par [y℄ = [&=�℄, alors

T

2

= T

- si x est un lien de la 
omposante de B

1

qui n'est pas e�a
�ee par [y℄ =

[&=�℄, alors T

2

[x℄

�! T . (Remarquons que dans 
e 
as x n'est 
ontenu dans

au
un r�esidu de B dans T

2

, 
ar autrement dans T

1

un r�esidu de B serait


ontenu dans B

k

2

, en 
ontredisant de la sorte la remarque 4.1.6).

Dans le premier 
as on prendra � = [y℄ Æ �

1

, tandis que dans le deuxi�eme on

prendra � = [x℄ Æ [y℄ Æ �

1

.

Pour être vraiment pr�e
is, il faudrait aussi v�eri�er que y n'est 
ontenu dans

au
un r�esidu de B relativement �a �

1

Æ�

1

: 
e
i est 
lairement une 
ons�equen
e

de la 
onstru
tion de �

1

. �

4.3.3. Lemme. Soit R un r�eseau et B une bô�te additive de R. Si R

�

0

� R

0

,

o�u �

0

est une suite de r�edu
tions :[

ad℄ et il n'y a au
un r�esidu de B dans

R

0

, alors il existe une suite de r�edu
tions :[

ad℄ � t.q. R

�

� R

0

et � ne


ontient au
une e.e.r. reduisant un lien 
oupure 
ontenu dans un r�esidu de
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B.

D�emonstration : Soit n(�

0

) le nombre d'e.e.r. [y℄ de �

0

t.q. y appartient �a

un r�esidu de B. On montre le lemme par indu
tion sur n(�

0

).

Si n(�

0

) = 0, alors on prendra � = �

0

.

Autrement, soit [x℄ la derni�ere e.e.r. de �

0

t.q. x est 
ontenu dans un r�esidu

de B. On a la d�e
omposition suivante de �

0

: R

�

1

� R

1

[x℄

�! R

2

�

2

� R

0

, o�u �

2

ne 
ontient au
une e.e.r. reduisant un lien 
oupure �a l'int�erieur d'un r�esidu

de B. Le lemme pr�e
�edent nous fournit une suite de r�edu
tions :[

ad℄ �

t.q. R

�

1

� R

1

�

� R

0

et � ne 
ontient au
une e.e.r. reduisant une 
oupure

dans un r�esidu de B. Alors, si on d�e�nit � := �o�

1

, on obtient R

�

� R

0

et

n(�) < n(�

0

). On peut alors 
on
lure en appliquant l'hypoth�ese d'indu
tion

�a �. �

4.3.4. Lemme. SoitR un r�eseau ne 
ontenant au
une o

urren
e du 
onne
-

teur & ni du quanti�
ateur 9 dans ses 
on
lusions, et soit (R; j

R

) un r�eseau

ave
 sauts.

Si (R; j

R

)

[

ad℄

�! (R

1

; j

R

1

), alors il existe une suite de r�edu
tions :[

ad℄ �, et

un r�eseau sans 
oupures R

0

t.q. R

�

� R

0

et R

1

�

� R

0

.

D�emonstration : Soit B la bô�te additive de R attra
tive pour l'e.e.r.

[

ad℄, et (S; j

S

) le sous-r�eseau (ave
 sauts) de (R; j

R

) aval�e par B . Appelons

(�; j

�

) le sous-r�eseau (ave
 sauts) de R obtenu en 
onne
tant B et S par le

lien 
oupure que [

ad℄ r�eduit, et B l'unique r�esidu de B dans (R

1

; j

R

1

). On

a R

1

[�=B℄ = R.

Soit �

0

une suite de r�edu
tions :[

ad℄ issue de R

1

et 
onduisant �a l'unique

forme normale :[

ad℄ R

0

de R

1

. Nous savons par la proposition 4.1.8 que

R

0

est sans 
oupures. La propri�et�e de la sous-formule nous garantit qu'il n'y

a pas de r�esidu de B (relativement �a �

0

) dans R

0

. On peut alors appliquer

le lemme 4.3.3 : il existe une suite de r�edu
tions :[

ad℄ � t.q. R

1

�

� R

0

et � ne 
ontient au
une e.e.r. r�eduisant une 
oupure dans un r�esidu de B.

On peut maintenant appliquer le lemme 4.3.1 �a � et aÆrmer que R

�

� R

0

(rappelons qu'il n'y a pas de r�esidu de B dans R

0

). �

On va maintenant prouver le th�eor�eme prin
ipal du 
hapitre.

4.3.5. Th

�

eor

�

eme. Soit R un r�eseau ne 
ontenant au
une o

urren
e du


onne
teur &, ni du quanti�
ateur 9 dans ses 
on
lusions.
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Soient j

1

et j

2

deux fon
tions t.q. (R; j

1

) et (R; j

2

) soient deux r�eseaux ave


sauts.

Si (R; j

1

)

�

1

� (R

0

; j

0

1

) et (R; j

2

)

�

2

� (T

0

; j

0

2

), o�u R

0

et T

0

sont des r�eseaux sans


oupures, alors R

0

= T

0

.

En parti
ulier (prendre j

1

= j

2

), si (R; j

1

)

�

1

� (R

0

; j

0

1

) et (R; j

1

)

�

2

� (T

0

; j

0

2

),

alors R

0

= T

0

.

D�emonstration : On montre que si (R

0

; j

R

0

) est une forme normale de

(R; j

R

), alors il existe une suite de r�edu
tions :[

ad℄ � , t.q. R

�

� R

0

. La


on
uen
e de

:[

ad℄

� (proposition 4.1.7) sera alors suÆsante pour 
on
lure :

si (R; j

1

)

�

1

� (R

0

; j

0

1

) et (R; j

2

)

�

2

� (T

0

; j

0

2

), alors on aura R

�

1

� R

0

et R

�

2

� T

0

(o�u �

1

et �

2

sont des suites de r�edu
tions :[

ad℄), don
 R

0

= T

0

.

Soit �

0

une suite de r�edu
tions t.q. (R; j

R

)

�

0

� (R

0

; j

R

0

). On montre l'existen
e

de � par indu
tion sur l(�

0

) := nombre d'e.e.r. de �

0

.

Si l(�

0

) = 0, alors on prendra � = �

0

= ;.

Autrement (R; j

R

)

[x℄

�! (R

1

; j

R

1

)

�

0

1

� (R

0

; j

R

0

). Par hypoth�ese d'indu
tion

(bien sûr (R

1

; j

R

1

) est un r�eseau ave
 sauts ne 
ontenant au
une o

urren
e

du 
onne
teur &, ni du quanti�
ateur 9 dans ses 
on
lusions) il existe une

suite de r�edu
tions :[

ad℄ �

1

t.q. R

1

�

1

� R

0

. Si [x℄ 6= [

ad℄, alors on a �ni.

Si [x℄ = [

ad℄, alors on applique le lemme 4.3.4 : il existe une suite de

r�edu
tions :[

ad℄ � et un r�eseau sans 
oupures T

0

t.q. R

�

� T

0

et R

1

�

� T

0

.

La 
on
uen
e de

:[

ad℄

� , permet de d�eduire que R

0

= T

0

(on rappelle que R

0

et T

0

sont tous les deux sans 
oupures). �

4.3.6. Corollaire. (Con
uen
e) Soit (R; j) un r�eseau ave
 sauts ne


ontenant au
une o

urren
e du 
onne
teur & ni du quanti�
ateur 9 dans

ses 
on
lusions.

Si (R; j)

�

1

� (R

1

; j

1

) et (R; j)

�

2

� (R

2

; j

2

), alors il existe un r�eseau sans 
ou-

pures R

0

, deux fon
tions de saut j

0

1

et j

0

2

, et deux suites de r�edu
tions �

1

et

�

2

t.q. (R

1

; j

1

)

�

1

� (R

0

; j

0

1

) and (R

2

; j

2

)

�

2

� (R

0

; j

0

2

).

D�emonstration : La normalisation forte de :[

ad℄ permet d'aÆrmer qu'en

appliquant le nombre n�e
�essaire d'e.e.r. �a (R

1

; j

1

) et �a (R

2

; j

2

), on obtiendra

deux suites de r�edu
tions :[

ad℄ �

1

et �

2

et deux r�eseaux ave
 sauts et sans


oupures (T

0

1

; j

0

1

) et (T

0

2

; j

0

2

) t.q. (R

1

; j

1

)

�

1

� (T

0

1

; j

0

1

) et (R

2

; j

2

)

�

2

� (T

0

2

; j

0

2

).

Le th�eor�eme pr�e
�edent aÆrme que T

0

1

= T

0

2

. �
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4.3.7. Remarque. (i) Le le
teur n'aura pas manqu�e de remarquer que

la raison pour laquelle on demande qu'au
une 
on
lusion du r�eseau ne


ontienne 
omme �etiquette une formule 
ontenant une o

urren
e du quan-

ti�
ateur existentiel du se
ond ordre, est simplement que 
elui-
i pourrait

\
a
her" des o

urren
es du 
onne
teur &.

(ii) Le th�eor�eme pr�e
�edent aÆrme essentiellement que toute fa�
on \
orre
te"

d'�eliminer les 
oupures dans un r�eseau R (ave
 des 
on
lusions 
omme il

faut) 
onduit toujours �a la même forme normale. Plus pr�e
is�ement, la suite

suivante d'op�erations 
onduit toujours au même r�esultat (le même r�eseau) :

- prendre une fon
tion de saut j t.q. (R; j) est un r�eseau ave
 sauts

- �eliminer les 
oupures jusqu'�a atteindre un r�eseau sans 
oupures

- oublier la fon
tion de saut.

(iii) A moins de modi�er la syntaxe des additifs (et nous tenterons de le faire

dans le 
hapitre 5), le th�eor�eme 4.3.5 semble bien être 
e que de mieux on

puisse obtenir dans un 
adre aussi g�en�eral que 
elui dans lequel nous nous

sommes pla
�es.

4.3.8. Remarque. On aurait aussi pu envisager une appro
he s�emantique

�a la preuve du th�eor�eme 4.3.5 : il aurait �et�e suÆsant de prouver que deux

r�eseaux de PN

2

sans 
oupures et sans o

urren
es de & et de 9 sont in-

terpr�et�es par deux 
liques di��erentes (dans la s�emantique 
oh�erente ensem-

bliste ou multiensembliste). Une premi�ere �etape aurait �et�e de prouver 
e

r�esultat pour deux r�eseaux sans 
oupures dans le fragment multipli
atif et

exponentiel. Mais... surprise ! Ce
i est tout simplement faux, 
omme nous le

montrerons dans la suite de la th�ese.



Chapitre 5

Les multibô�tes additives

Dans les 
hapitres pr�e
�edents, nous nous sommes o

up�es du 
al
ul asso
i�e

aux d�emonstrations de LL dans le 
adre (tr�es) g�en�eral des r�eseaux de PN

2

.

Le le
teur n'aura pas manqu�e de remarquer que les probl�emes que nous

avons ren
ontr�es sont tous li�es �a la pr�esen
e des liens & et (dans une moindre

mesure) �a 
elle des liens ?w, la 
oexisten
e des deux nous ayant 
ontraint �a

pas mal d'�equilibrisme...

Nous nous sommes donn�es beau
oup de mal pour d�e�nir 
orre
tement les

e.e.r. [

ad℄ (dans le 
hapitre 2), pour montrer dans le 
hapitre 4 que, sous


ertaines 
onditions, 
es �etapes sont totalement inutiles. Même si les 
ondi-

tions en question sont remplies dans des 
as tr�es importants (voir aussi la

remarque 4.2.4), une question in
ontournable se pose : et si elles ne le sont

pas ?

Le probl�eme qui se 
a
he derri�ere 
ette question est 
elui des r�eseaux addi-

tifs. C'est un probl�eme tr�es 
ompliqu�e, et �a 
e jour (apr�es 13 ans de logique

lin�eaire) seules quelques rares solutions (partielles) ont �et�e propos�ees. Dans

[Girard 95a℄, une am�elioration de la syntaxe est propos�ee et un 
rit�ere de


orre
tion faisant usage de \poids" est introduit. Ce même 
rit�ere a �et�e


onsid�erablement simpli��e dans [Laurent 99℄, dans le 
adre des r�eseaux po-

laris�es (voir 
hapitre 15).

Notre appro
he �a la question est plus inspir�ee par la re
her
he d'une meilleure

notion de normalisation que par 
elle d'un 
rit�ere de 
orre
tion. Le probl�eme

�etant, bien sûr, l'e.e.r. [

ad℄.

On va s'�eloigner du 
adre (relativement bien �etabli) des r�eseaux de PN

2

,

et il ne s'agira don
 pas tellement d'avoir des r�esultats \les plus g�en�eraux

possibles", mais plutôt de se pla
er dans un fragment signi�
atif de LL

(
ontenant tout de même les additifs !) et essayer de voir si, en modi�ant la

83
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syntaxe, on arrive �a dire quelque 
hose de mieux sur la normalisation. On

va don
 se pla
er, dans tout le 
hapitre, dans le fragment multipli
atif et

additif de LL.

Nous 
ommen�
ons par une analyse s�emantique de la non 
on
uen
e dans

PN

2

, et nous sugg�erons don
 au le
teur de se familiariser d'abord ave
 les

notions introduites dans les deux premiers paragraphes du 
hapitre 6. Nous

introduisons ensuite la notion de \multibô�te" (inspir�ee par la 
onstru
tion

s�emantique), et les modi�
ations qu'elle sugg�ere dans les �etapes d'�elimination

des 
oupures. Nous prouvons un th�eor�eme de forte normalisation de 
ette va-

riante de la normalisation (th�eor�eme 5.3.8), et nous d�e�nissons une pro
�edure

d'�elimination des 
oupures 
onduisant �a une unique forme normale (th�eor�eme

5.5.15).

Bien que partiels, 
es r�esultats semblent indiquer qu'une gestion de la nor-

malisation en pr�esen
e d'additifs est possible, malgr�e l'in
royable 
omplexit�e

de la notion de \superposition" sous-ja
ente au 
onne
teur &.

5.1 De la non 
on
uen
e aux multibô�tes

Dans tout le reste de la th�ese, nous appellerons \type d'une arête a" la

formule asso
i�ee �a a, le terme \�etiquette" ayant une autre signi�
ation (voir

remarque 6.2.2). D'ailleurs, dans 
e 
hapitre, nous 
onfondrons bientôt une

arête ave
 son type (voir 5.4.1).

Remarquons qu'en l'absen
e d'exponentielles, les s�emantiques relationnelle

et 
oh�erente (ensembliste et multiensembliste) 
o��n
ident.

Nous allons 
ommen
er par une analyse s�emantique du 
ontre-exemple de

base (de la �gure 6) �a la 
on
uen
e de PN

2

. L'interpr�etation de tous les

r�eseaux de la �gure 6 est l'union disjointe de quatre liens axiome. Soyons

pr�e
is : l'ensemble qui interpr�ete les deux r�eseaux obtenus en �eliminant la


oupure de d�epart (et don
 aussi le r�eseau de d�epart) est

f(x; 0); (x; 0); (y; 1); (y; 0); (z; 0); (z; 1); (t; 1); (t; 1) : x; y; z; t 2 jAjg:

Il apparâ�t 
lairement que 
e que la s�emantique \voit", 
'est la position des

liens axiomes dans les bô�tes. En l'o

urren
e, quatre positions sont pos-

sibles : 00, 10, 01, 11. L'interpr�etation s�emantique rend 
ompte des r�eseaux

de la �gure 6 
omme d'une juxtaposition (ou plutôt \superposition") de

quatre liens axiome, 
ha
un ave
 sa position. Quant �a savoir si le & de la

bô�te B

1

a �et�e e�e
tu�e avant ou apr�es le & de la bô�te B

2

, la s�emantique

ne dit absolument rien �a 
e sujet. Ce qui sugg�ere que 
es deux op�erations

peuvent être e�e
tu�ees \en même temps".
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Notre id�ee fut alors 
elle de trouver un moyen pour exprimer 
e \parallelis-

me" dans la syntaxe. Id�ee d'autant plus all�e
hante qu'elle laisse esp�erer que

sa mise en oeuvre fournisse une unique forme normale pour le r�eseau ave



oupures de la �gure 6.

Nous introduisons la notion de \multibô�te" : il s'agit d'une bô�te additive

ave
 plusieurs portes &, qui pr�esente (�a priori) de multiples interêts. D'une

part l'intuition suivant laquelle une bô�te additive indique la superposition

de plusieurs pro
essus de 
al
ul est pr�eserv�ee, et d'autre part on peut esp�erer

repr�esenter, �a l'aide de 
ette notion, \l'atemporalit�e" des r�egles & (qui est


agrante dans la s�emantique). La s�equentialisation ne pose au
un probl�eme

(grâ
e �a la pr�esen
e des bô�tes), et la modi�
ation des e.e.r. que 
e 
hange-

ment impose parâ�t g�erable. Et bien, allons-y...

5.1.1. D

�

efinition. (stru
ture de preuve) Une stru
ture de preuve G est

d�e�nie 
omme dans 1.2.1 (pour les liens ax,

}

, 
, �, &, 
oad de MALL),

ave
 quelques di��eren
es :

- tout lien & a 2

n

pr�emisses (pour un 
ertain n � 1) et une 
on
lusion.

Parmi 
es pr�emisses, il y en a 2

n�1

de même type (notons-le C), les autres

2

n�1

�etant aussi de même type (notons-le D). La 
on
lusion du lien & sera

de type C&D si toutes les arêtes de type C (resp. D) sont les pr�emisses

gau
hes (resp. droites) du lien.

- tout lien 
oad a 2

n

pr�emisses (pour un 
ertain n � 1) et une 
on
lusion,

toutes de même type

- �a tout lien m qui est un lien & ave
 2

n

pr�emisses, est asso
i�e un (unique)

sous-graphe B de G, tel que une parmi les 
on
lusions de B est la 
on
lusion

de m et toute autre 
on
lusion de B (il pourrait n'y en avoir au
une) est


on
lusion d'un lien 
oad ayant 2

n

pr�emisses ou bien d'un autre lien & ayant

2

n

pr�emisses. B est toujours appel�e une bô�te additive ; m est une des portes

& de B

- �a tout lien 
oad m qui a 2

n

pr�emisses est asso
i�ee une bô�te additive B,

telle que une parmi les 
on
lusions de B est 
on
lusion de m ; on dit que m

est une porte 
oad de B.

La 
ondition d'embô�tement est toujours la même : deux bô�tes quel
onques

sont disjointes, ou bien l'une d'entre elles est 
ontenue dans l'autre.

5.1.2. D

�

efinition. (r�eseau) Un r�eseau se d�e�nit 
omme dans 1.3.7, ave


les modi�
ations �evidentes qui s'imposent. Nous noteronsMALL l'ensemble

de 
es r�eseaux.
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5.1.3. Remarque. Il est bien 
lair que tout r�eseau suivant la d�e�nition

1.3.7, qui ne fait intervenir que des 
onne
teurs multipli
atifs et additifs, est

un r�eseau de MALL. Et il est tout aussi 
lair qu'il existe des r�eseaux de

MALL qui ne sont pas des r�eseaux dans le sens de la d�e�nition 1.3.7. Par

exemple, le dernier r�eseau de la �gure 6. Remarquons que 
e r�eseau semble

�a juste titre pouvoir aspirer �a l'appellation de \unique forme normale" du

r�eseau de d�epart.

5.1.4. Remarque. La s�equentialisation (le th�eor�eme 1.3.10 pour MALL)

se prouve dans le fragment multipli
atif et additif de LL

2

, dans lequel on

a modi��e la r�egle d'introdu
tion du & : on aura une r�egle ave
 2

n

sous-

preuves pr�emisses (n � 1), que nous allons d�e
rire. Soient D

1

; : : : ;D

n

(resp.

E

1

; : : : ; E

n

) des (o

urren
es de) formules. Il y a une bije
tion entre les

entiers f1; : : : ; 2

n

g et les multiensembles C

1

; : : : ; C

n

, o�u C

i

2 fD

i

; E

i

g (et

i 2 f1; : : : ; ng). Cette bije
tion va asso
ier �a tout entier l un multiensemble

C

l

1

; : : : ; C

l

n

.

Pour tout l 2 f1; : : : ; 2

n

g, soit �

l

une preuve dont le s�equent 
on
lusion est `

�; C

l

1

; : : : ; C

l

n

. La r�egle & de notre 
al
ul des s�equents permet d'obtenir �a par-

tir de 
es 2

n

preuves une preuve � de 
on
lusion ` �;D

1

&E

1

; : : : ;D

n

&E

n

.

La même remarque que 
i-dessus s'applique : si on appelle LL

ma


e 
al
ul

des s�equents, toute preuve (multipli
ative et additive) de LL

2

est une preuve

de LL

ma

, et il existe des preuves de LL

ma

qui ne sont pas des preuves de

LL

2

. Par exemple, il y a une s�equentialisation du dernier r�eseau de la �gure

6 qui est une preuve de LL

ma

sans être une preuve de LL

2

.

Nous appliquerons dans la suite les mêmes 
onventions que dans les 
hapitres

pr�e
�edents, sans syst�ematiquement red�e�nir des notions qui s'�etendent de

fa�
on �evidente �a notre nouveau 
adre. Notamment, la notion de 
omposante

d'une bô�te se g�en�eralise de fa�
on �evidente �aMALL, et la d�e�nition de liens,

arêtes ou bô�tes s�epar�es par une bô�te donn�ee est alors la même que 
elle de

la d�e�nition 1.3.1.

5.2 La normalisation des r�eseaux de MALL

Il est 
ertes tentant de d�e�nir la normalisation exa
tement 
omme au 
ha-

pitre 2. C'est 
e que nous ferons, ave
 les modi�
ations qui s'imposent.

Mais l'exemple de la �gure 6 donne aussi envie de d�e�nir une autre �etape

de normalisation : 
elle qui permet de passer des deux formes normales

(de PN

2

) au nouveau r�eseau (de MALL). Est-
e li
ite ? Une telle �etape
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pr�eserve la s�emantique d�enotationnelle (par 
onstru
tion !), la propri�et�e de

s�eparation du 
hapitre 3 (proposition 5.3.4), et nous montrerons aussi qu'en

la rajoutant aux �etapes usuelles de normalisation, on obtient une r�e�e
riture

qui est fortement normalisante (th�eor�eme 5.3.8).

5.2.1. D

�

efinition. (normalisation dans MALL). Les 
oupures sont


elles de la d�e�nition 2.2.1, si 
e sont des 
oupures de notre fragment. Nous

allons d�e�nir 
inq e.e.r. : [ax℄, [

}

=
℄, [&=�℄, [

ad℄, [r(&)℄.

Les �etapes [ax℄ et [

}

=
℄ sont d�e�nies 
omme dans 2.2.3 (
.�a.d. 
omme dans

[Girard 87℄).

L'�etape [&=�℄ peut être \spe
iale" (le lien & n'a que deux pr�emisses), et

dans 
e 
as 
'est l'�etape de normalisation usuelle (ave
 ouverture de la bô�te),

ou bien \non sp�e
iale" (le lien & a 2

n

pr�emisses, ave
 n � 2) 
omme dans

la �gure 7.

L'�etape [

ad℄ se d�e�nit 
omme dans 2.2.3, �a la di��eren
e que le r�eseau S de

la �gure 4 du 
hapitre 2 va être 
opi�e 2

n

fois, si la bô�te additive B-attra
tive

pour la 
oupure que l'on r�eduit 
ontient 2

n


omposantes. (On reprend i
i la

terminologie des 
hapitres pr�e
�edents : 
omposantes, bô�te attra
tive).

L'�etape [r(&)℄ n'est pas li�ee �a un lien 
oupure. Elle s'applique lorsque toutes

les pr�emisses d'un lien n de type 
oad d'une bô�te sont 
on
lusions d'un lien

&. Dans la version que nous 
onsid�erons i
i, nous supposons que les liens &

dont la 
on
lusion est pr�emisse de n sont portes de bô�tes (di��erentes deux

�a deux par 
orre
tion) qui 
ontiennent toutes le même nombre de portes &.

Ce 
as est plus simple �a g�erer (ne serait-
e que pour les notations !), mais

rien ne s'oppose �a une g�en�eralisation de 
ette �etape.

L'�etape peut être sp�e
iale (
omme dans la �gure 8) ou bien non sp�e
iale

(
omme dans la �gure 9). Cette �etape a (en g�en�eral) 
omme e�et 
elui de

faire augmenter (
onsid�erablement...) le nombre de liens du r�eseau.
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5.2.2. Remarque. L'�etape [r(&)℄ est en fait une fa�
on de superposer des

liens &, qui a 
omme e�et 
elui de rendre plus souple la relation entre une

bô�te et sa (ou ses) porte(s) &.

A pr�esent, une bô�te n'est plus qu'une fa�
on d'indiquer que l'on \superpose"

un 
ertain nombre de preuves.

Remarquons aussi que les deux formes normales (dans PN

2

) du r�eseau de

la �gure 6 sont �equivalentes \par renversement", 
.�a.d. qu'en appliquant

un renversement �a l'une d'entre elles on obtient l'autre. Il sera beau
oup

question de 
ette op�eration de renversement dans le 
hapitre 15. Ces deux

r�eseaux se r�eduisent, par une �etape [r(&)℄ au r�eseau de la �gure 6 
ontenant

une multibô�te. La repr�esentation de 
es deux objets au moyen d'une mul-

tibô�te peut don
 aussi être vue 
omme un repr�esentant 
anonique dans la


lasse d'�equivalen
e induite par l'op�eration de renversement.

5.2.3. Remarque. L'�etape de r�edu
tion [r(&)℄ ne modi�e pas les notions

d'an
être et de r�esidu d'une bô�te d�e�nies dans 2.2.6. Insistons sur le fait

qu'il ne faut pas penser �a une bô�te 
omme �a un sous-r�eseau mais plutôt


omme �a une arête (un peu sp�e
iale, nous en 
onvenons) du graphe. C'�etait

d'ailleurs d�ej�a l'optique de la d�e�nition 2.2.6, puisqu'une bô�te et ses r�esidus

pouvaient ne pas avoir le même 
ontenu.

Pour tous les liens logique qui ne sont pas des liens &, la d�e�nition 2.2.6 est

toujours valable.

Ce n'est pas le 
as des liens & : 
e sont les seuls liens logiques qui peuvent

avoir plusieurs an
êtres (apr�es une �etape [r(&)℄).

5.3 Normalisation forte

Dans 
e paragraphe, nous noterons !

u

la r�e�e
riture \usuelle", 
.�a.d. que

si R !

u

R

0

, alors il existe un lien 
oupure x de R tel que R

[x℄

! R

0

. Nous

noterons

r(&)

! l'e.e.r. [r(&)℄, et nous �e
rirons R ! R

0

pour indiquer que

R!

u

R

0

ou bien que R

r(&)

! R

0

. Comme d'habitude, on notera � la 
lôture

re
exive et transitive de !.

La d�e�nition suivante est une variante de la d�e�nition de [Girard 87℄ de

\taille d'un r�eseau", qui tient 
ompte de notre nouvelle syntaxe.

Dans [Girard 87℄, 
ette notion est utilis�ee pour donner une preuve 
ombina-

toire du \petit" th�eor�eme de normalisation forte pour PN

2

: si on n'�elimine

pas les 
oupures 
ontra
tion, alors l'�elimination des 
oupures est fortement
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normalisante. C'est dans un but similaire que nous d�e�nissons notre variante

de \taille d'un r�eseau".

5.3.1. D

�

efinition. (taille d'un r�eseau). Soit R un r�eseau et soient

B

1

: : : B

n

les bô�tes de profondeur z�ero dans R. Supposons qu'il y ait k

arêtes de profondeur z�ero dans R qui ne sont 
on
lusions d'au
une porte de

bô�te. La taille de R, not�ee s(R), est d�e�nie par :

(1) si n = 0, alors s(R) = 2

k

(2) si R est une bô�te B ave
 m portes & et si �

1

: : : �

2

m

sont ses 
ompo-

santes, alors s(B) := (s(�

1

) + : : :+ s(�

2

m

)) � 2

m

(3) si n � 1, alors s(R) := s(B

1

) � : : : � s(B

n

) � 2

k

.

5.3.2. Remarque. (i) Cette variante de la d�e�nition de [Girard 87℄, tient


ompte du fait que les portes & d'une bô�te ne sont pas li�ees �a la bô�te elle-

même : dans l'�evaluation de la taille, elles sont trait�ees 
omme des formules

usuelles, et la bô�te ne sert qu'�a superposer (don
 �a faire la somme des tailles

de) ses 
omposantes.

(ii) La 
on
lusion d'un lien 
oad d'un r�eseau R n'est pas prise en 
ompte

dans le 
al
ul de s(R), seules ses pr�emisses le sont.

La taille s(R) d�e�nie 
i-dessus ne d�epend pas de la 
omplexit�e des formules,

et la proposition qui suit devrait don
 pouvoir s'�etendre sans probl�eme au

syst�emeMALL

2

obtenu en rajoutant �aMALL les quanti�
ateurs du se
ond

ordre.

5.3.3. Proposition. Soient R et R

0

r�eseaux t.q. R! R

0

.

(i) Si R

[x℄

�!

u

R

0

et [x℄ 6= [

ad℄, alors s(R

0

) < s(R).

(ii) Si R

[

ad℄

�! R

0

, alors s(R

0

) = s(R).

(iii) Si R

[r(&)℄

�! R

0

, alors s(R

0

) = s(R).

D�emonstration : Il s'agit de le v�eri�er, �etape par �etape. Nous allons d�e
rire

les \
hangements de taille" qui prouvent la proposition.

Si [x℄ = [ax℄, alors une taille r � 2 � 2 est rempla
�ee par une taille r.

Si [x℄ = [

}

=
℄, alors une taille s � 2

6

est rempla
�ee par une taille s � 2

4

.

Si [x℄ = [&=�℄ est sp�e
iale, alors une taille (�

C

+�

D

)�2�2�t est rempla
�ee par

une taille �

C

� t. On a suppos�e i
i que les types des pr�emisses de la 
oupure

�etaient C&D et C

?

�D

?

, et on a not�e la taille de la 
omposante �

C

dont une


on
lusion de type C est pr�emisse du lien & e�a
�e par la 
oupure, 
omme la
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omposante elle-même. Dans la suite de la preuve, nous utiliserons toujours


e genre de 
onventions.

Si [x℄ = [&=�℄ n'est pas sp�e
iale, alors une taille

(�

C

1

+ �

D

1

+ : : :+ �

C

2

n�1

+ �

D

2

n�1

) � 2

n�1

� 2 � 2 � t

est rempla
�ee par une taille

(�

C

1

+ �

D

1

+ : : :+ �

C

2

n�1

+ �

D

2

n�1

) � 2

n�1

� t

(voir aussi la �gure 7).

Si [x℄ = [

ad℄, alors une taille

s � (�

1

+ : : :+ �

2

n

) � 2

n

� t

est rempla
�ee par une taille

(s � �

1

+ : : :+ s � �

2

n

) � 2

n

� t

Dans 
e 
as la taille est don
 bien la même avant et apr�es r�edu
tion.

Si l'etape de r�edu
tion est une �etape [r(&)℄ sp�e
iale, alors une taille

((�

1

+ �

1

) � s

1

� 2 + : : :+ (�

2

m

+ �

2

m

) � s

2

m

� 2) � 2

m

� t

est rempla
�ee par une taille

(�

1

� s

1

+ �

1

� s

1

+ : : :+ �

2

m

� s

2

m

+ �

2

m

� s

2

m

) � 2

m+1

� t

(voir aussi la �gure 8). Dans 
e 
as la taille est don
 bien la même avant et

apr�es r�edu
tion.

Si l'etape de r�edu
tion est une �etape [r(&)℄ non sp�e
iale, alors une taille

(s

1

�2

n�1

�2�(�

1C

1

+�

1D

1

+: : :+�

1C

2

n�1

+�

1D

2

n�1

)+: : :+s

2

m

�2

n�1

�2�(�

2

m

C

1

+�

2

m

D

1

+: : :+�

2

m

C

2

n�1

+�

2

m

D

2

n�1

))�2

m

�t

est rempla
�ee par une taille

(s

1

� 2

n�1

� (�

1C

1

+ : : :+ �

1C

2

n�1

) + s

1

� 2

n�1

� (�

1D

1

+ : : : �

1D

2

n�1

) + : : :

: : :+ s

2

m

� 2

n�1

� (�

2

m

C

1

+ : : :+ �

2

m

C

2

n�1

) + s

2

m

� 2

n�1

� (�

2

m

D

1

+ : : : �

2

m

D

2

n�1

)) � 2

m+1

� t

(voir aussi la �gure 9). Dans 
e 
as la taille est don
 bien la même avant et

apr�es r�edu
tion. �

La proposition suivante �etend le th�eor�eme de s�eparation (3.2.2) �a MALL.
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5.3.4. Proposition. (multis�eparation.) Soient T , T

0

deux r�eseaux, t.q.

T

�

� T

0

. Soit B une bô�te de T , et B

0

un r�esidu de B dans T

0

.

Pour tout r�esidu B

00

de B dans T

0

t.q. B

00

6= B

0

, il existe une bô�te additive

B de T

0

qui s�epare B

0

et B

00

.

D�emonstration : Il s'agirait de reprendre la d�emonstration du th�eor�eme

3.2.2 et de l'�etendre au 
as des �etapes [r(&)℄, 
e que nous ne ferons pas.

Nous allons nous 
ontenter des deux remarques suivantes, qui expliquent les

raisons pour lesquelles la preuve de 3.2.2 s'�etend aux r�eseaux de MALL :

(i) A 
haque fois qu'on duplique une bô�te, tous ses r�esidus sont dans des


omposantes di��erentes d'une autre bô�te

(ii) Si deux bô�tes B et B

0

sont s�epar�ees, alors deux r�esidus quel
onques

!

B

et

!

B

0

de B et B

0

sont en
ore s�epar�es.

Ces deux propri�et�es sont toujours v�eri��ees par la r�edu
tion

r(&)

! .

Une preuve plus d�etaill�ee s'obtient par indu
tion sur �. �

5.3.5. Remarque. La propri�et�e de s�eparation va nous permettre de borner

�a priori la profondeur maximale des r�eduits d'un r�eseau R donn�e. En e�et,

puisque (voir aussi la remarque 3.2.3) tout r�esidu d'une bô�te B de R ne peut

pas être 
ontenu dans un autre r�esidu de B (par la propri�et�e de s�eparation),

nous savons que la profondeur maximale de tout r�eduit de R ne pourra en

au
un 
as d�epasser le nombre de bô�tes de R.

Nous d�e�nissons 
i-dessous une mesure sur un r�eseau R qui va nous per-

mettre de prouver le th�eor�eme de normalisation forte (5.3.8). Cette mesure

�etant un n-uple, nous ferons r�ef�eren
e �a l'ordre lexi
ographique.

5.3.6. D

�

efinition. Soit R un r�eseau 
ontenant n bô�tes. Soit B une bô�te

de R. On d�e�nit :


ompl

&

(B) :=nombre de liens 
oad de B dont le type de la 
on
lusion est

une formule dont le 
onne
teur prin
ipal est un &.

I := fB : B est une bô�te de profondeur i dans Rg, et 
ompl

i

&

(R) :=

�

B2I


ompl

&

(B).

kRk

&

:= (nb de liens de profondeur 0,
ompl

0

&

(R),: : :, nb de liens de profon-

deur n� 1,
ompl

n�1

&

(R)).

5.3.7. Proposition. Soit R un r�eseau. On a :

(i) Si R

[

ad℄

�! R

0

, alors kR

0

k

&

< kRk

&
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(ii) Si R

r(&)

�! R

0

, alors kR

0

k

&

< kRk

&

.

D�emonstration : (i) Soit i � 0 la profondeur de la bô�te B de R attra
tive

pour l'�etape [

ad℄. Soient B

i

: : : ; B

1

(ave
 B

k

de profondeur k�1) les bô�tes

de R 
ontenant B.

Le nombre de liens de R de profondeur j est 
onstant, 8j < i.

Par ailleurs (si elle existe) B

i

, ainsi que toute bô�te de R qui n'est pas


ontenue dans B

i

, aura un unique r�esidu dans R

0

, et 
elui-
i aura les mêmes

portes 
oad et &, ave
 des 
on
lusions de même type. C'est vrai en parti
ulier

pour toute bô�te de R de profondeur j < i, et don
 
ompl

j

&

(R

0

) = 
ompl

j

&

(R)

8j < i.

Le nombre de liens de profondeur i dans R

0

est stri
tement inf�erieur au

nombre de liens de profondeur i dans R, et don
 kR

0

k

&

< kRk

&

.

(ii) Soit B la bô�te de R dont le nombre de portes & augmente et soit

!

B

son r�esidu dans R

0

. Supposons que B soit de profondeur i (i � n � 1) et


ontenue dans les bô�tes B

i

; : : : ; B

1

.

Le nombre de liens de R

0

de profondeur j, pour tout j � i, est le même que

le nombre de liens de profondeur j de R.

Par ailleurs, de même que dans le 
as (i), (si elle existe) la bô�te B

i

, ainsi

que toute bô�te de R qui n'est pas 
ontenue dans B

i

, aura un unique r�esidu

dans R

0

, et 
elui-
i aura les mêmes portes 
oad et &, ave
 des 
on
lusions

de même type. C'est vrai en parti
ulier pour toute bô�te de R de profondeur

j < i, et don
 
ompl

j

&

(R

0

) = 
ompl

j

&

(R) 8j < i.

Par d�e�nition de

r(&)

! , on a 
ompl

&

(

!

B

) < 
ompl

&

(B), et on peut en d�eduire


ompl

i

&

(R

0

) < 
ompl

i

&

(R). D'o�u kR

0

k

&

< kRk

&

. �

5.3.8. Th

�

eor

�

eme. La r�egle de r�e�e
riture �! est fortement normalisante

sur l'ensemble des r�eseaux de MALL.

D�emonstration : On prouve que si R �! R

0

, alors (s(R

0

); kR

0

k

&

) <

(s(R); kRk

&

), suivant l'ordre lexi
ographique.

C'est une 
ons�equen
e imm�ediate des propositions 5.3.3, 5.3.7, 5.3.4. �

5.3.9. Remarque. Suite au th�eor�eme 5.3.8, on pourrait (na��vement) rêver

de prouver la 
on
uen
e lo
ale de la r�e�e
riture �!, et don
 la 
on
uen
e de

�! (
omme dans la preuve de la proposition 4.1.7).

Ce
i est 
lairement impossible. Pour s'en 
onvain
re, le le
teur peut 
onsid�erer

le r�eseau obtenu �a partir d'une bô�te additive B en 
oupant un r�eseau S sur

la 
on
lusion d'une porte 
oad de B. Il y a en g�en�eral plusieurs �etapes [

ad℄
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asso
i�ees �a 
ette 
oupure : on peut dupliquer S tout entier ou seulement un

sous-r�eseau de S. Il est bien 
lair que les deux 
hoix possibles peuvent être

irr�e
on
iliables.

Il n'est pas ex
lu que par des restri
tions \ad ho
" sur l'e.e.r. [

ad℄, on

puisse parvenir �a r�esoudre 
e genre de 
on
it. Mais l'exp�erien
e montre

qu'une telle attitude 
onduit fatalement �a des solutions insatisfaisantes. On

va don
 plutôt tenter de tirer partie de la modi�
ation de la syntaxe propos�ee

dans les paragraphes pr�e
�edents (qui, elle, n'est pas ad ho
 !) pour d�e�nir

une pro
�edure de normalisation 
on
uente pour la r�e�e
riture �!.

5.4 Stru
ture des r�eseaux de MALL

Nous allons analyser la stru
ture des r�eseaux de MALL. Plus pr�e
is�ement,

nous asso
ierons �a tout r�eseau sa \d�e
omposition en r�eseaux minimaux"

(d�e�nitions 5.4.5, 5.4.10). C'est �a l'aide de 
ette d�e
omposition que nous

d�e�nirons une pro
�edure d'�elimination des 
oupures 
on
uente, dans le pa-

ragraphe suivant.

5.4.1 Rappels, 
onventions, notations

On va 
onfondre, dans la suite, une arête d'un r�eseau ave
 son type. Dans

MALL 
e
i est \suÆsament peu ambigu", les seuls liens de MALL ayant

des pr�emisses et des 
on
lusions de même type �etant les liens 
oad.

Nous utiliserons dans la suite la notion d'empire d'une formule, d�e�nie

dans [Girard 87℄ et utilis�ee depuis dans plusieurs travaux (par exemple

[Girard 95a℄). Nous renvoyons �a 
es travaux pour une d�e�nition pr�e
ise,

mais on peut aussi tout simplement penser �a l'empire de A dans le r�eseau

R, not�e e(A), 
omme au plus grand sous-r�eseau de R ayant A parmi ses


on
lusions. Nous n'allons pas rappeler toutes les propri�et�es des empires, en

supposant une 
ertaine familiarit�e de la part du le
teur ave
 
ette notion.

Nous utiliserons les expressions \lien terminal" et \dernier lien". Un lien n

est un dernier lien d'un r�eseau R lorsque la 
on
lusion de n est une 
on
lusion

de R. Un lien n est un lien terminal de R lorsqu'il existe une s�equentialisation

de R dont la derni�ere r�egle est 
elle qui 
orrespond au lien n. Il s'agit don


de deux notions tr�es di��erentes.

Remarque. Tout lien

}

ou � qui est un dernier lien d'un r�eseau R est

aussi un lien terminal de R.
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Soit R

0

un sous-r�eseau de 
on
lusion �

0

de R. On notera RnR

0

le r�eseau

ave
 hypoth�eses obtenu en substituant dans R le sous-r�eseau R

0

par un lien

hypoth�ese ayant 
omme 
on
lusions les arêtes �

0

.

Soit S un sous-graphe du r�eseau R. Si en e�a�
ant dans R les liens et les

arêtes de S on obtient un r�eseau, 
elui-
i sera not�e RnS.

5.4.2. Remarque. (i) Soit R un r�eseau 
ontenant une 
oupure sur A. Alors

e(A) \ e(A

?

) = ;.

(ii) Soit R un r�eseau et R

0

un sous-r�eseau de R de profondeur 0 et de


on
lusions �. Si tous les 
hemins issus des formules de � ne traversent que

des liens

}

et �, alors 
es 
hemins traversent tous les liens de RnR

0

(qui

sont don
 tous des liens

}

ou �).

(iii) Soit R un r�eseau et R

0

un sous-r�eseau de R de 
on
lusions �

0

. Si il existe

un 
hemin issu de A 2 �

0

ne traversant au
une 
oupure et de derni�ere arrête

D, alors il existe un sous-r�eseau de R ayant D parmi ses 
on
lusions, et


ontenant toutes les formules de �

0

(en parti
ulier �

0

� e(D) et R

0

� e(D)).

5.4.3. D

�

efinition. Soit R un r�eseau, n = 
ut;
 un lien de R de profondeur

z�ero dont les pr�emisses sont A

1

et A

2

.

On dira que le lien n est splittant pour (ou splitte) les 
oupures de R, lorsque

tout lien 
oupure de R di��erent de n est un lien de e(A

1

) [ e(A

2

).

5.4.4. Lemme. (splitting des 
oupures) Soit R un r�eseau. Si il existe

une 
oupure de profondeur 0 dans R, alors on a deux possibilit�es :

(i) il existe un lien 
 splittant pour les 
oupures de R

(ii) (i) n'est pas v�eri��ee et alors il existe un lien 
oupure splittant pour les


oupures de R.

D�emonstration : Soit ℄R :=nombre de liens 
ontenus dans R. On pro
�ede

par indu
tion sur ℄R, en utilisant le th�eor�eme de s�equentialisation.

Si ax est un lien terminal de R, alors R est un axiome et il n'y a pas de


oupures de profondeur 0 dans R.

Autrement, supposons que (i) ne soit pas v�eri��ee. Puisque au
un lien
 n'est

splittant pour les 
oupures de R, il ne peut pas y avoir de liens 
 parmi les

liens terminaux de R.

- Si R est une bô�te, alors il n'y a pas de liens 
oupure de profondeur 0.

- Si parmi les liens terminaux de R il y a un lien 
oupure 
, alors R est

obtenu �a partir de R

1

et R

2

par 
oupure et 
 est splittant pour les 
oupures

de R.
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- Si parmi les liens terminaux de R il y a un lien � (resp.

}

), alors R est

obtenu �a partir du r�eseau R

1

en rajoutant un lien � (resp.

}

). Si il existe

une 
oupure de profondeur 0 dans R alors elle est dans R

1

. Tout lien n

qui est splittant pour les 
oupures de R

1

est splittant pour les 
oupures

de R. Un tel lien existe par hypoth�ese d'indu
tion, et 
'est for
�ement un

lien 
oupure puisque R ne satisfait pas (i). �

5.4.5. D

�

efinition. (r�eseaux minimaux) On dira que le r�eseau R est

minimal, lorsque il ne 
ontient au
un lien 
 splittant pour les 
oupures de

R.

5.4.6. Lemme. Soit R

1

(resp. R

2

) un sous-r�eseau du r�eseau R de 
on
lusion

�

1

; C 


1

D;A (resp. �

2

; E), et supposons que R soit obtenu en 
onne
tant

A et E par un lien 


2

de 
on
lusion A


2

E.

Si le lien 


1

est terminal dans R, alors il est terminal dans R

1

.

D�emonstration : Soient e

1

(C) et e

1

(D) (resp. e(C) et e(D)) les empires

de C et D dans R

1

(resp. dans R). On a e

1

(C) � e(C) et e

1

(D) � e(D).

Le lien 


1

�etant un dernier lien de R

1

, la seule possibilit�e pour qu'il ne soit

pas terminal dans R

1


'est que e

1

(C) et e

1

(D) soient 
onne
t�es par un lien

}

.

Puisque tout sous-graphe de R

1

qui est un sous-r�eseau de R est aussi un

sous-r�eseau de R

1

, 
e lien

}

n'est ni un lien de e(C) ni un lien de e(D), 
e

qui voudrait dire que 


1

n'est pas terminal dans R. �

5.4.7. Lemme. (de la d�e
omposition) Soit R un r�eseau de 
on
lusions

�, ave
 (au moins) n liens 
 terminaux, n � 1.

Il existe un unique ensemble de r�eseaux E

R

= fR

1

; : : : ; R

n+1

g tel que R

s'obtient en 
onne
tant les �el�ements de E

R

par 
es n liens 
.

D�emonstration : Par indu
tion sur n, en utilisant le lemme 5.4.6. �

5.4.8. Lemme. Soit R un r�eseau dont tous les derniers liens sont des portes

de bô�te, des 
, des axiomes ou des 
oupures, et supposons qu'il existe une


oupure de profondeur 0 dans R.

Si il existe un lien 
 splittant pour les 
oupures de R, alors il existe aussi

un lien 
 terminal.

D�emonstration : Soit 


0

de 
on
lusion A

0


D

0

le lien 
 splittant pour

les 
oupures de R. Puisqu'il existe une 
oupure de profondeur 0, 


0

est



100 CHAPITRE 5. LES MULTIBO

^

ITES ADDITIVES

�a profondeur 0 dans R. Soit alors �

0

le 
hemin issu de A

0


 D

0

et ayant


omme derni�ere arête une 
on
lusion de R. Puisque 


0

est splittant pour les


oupures de R, le 
hemin �

0

ne peut pas traverser de 
oupures. Le dernier

lien travers�e par �

0

est for
�ement un lien 
 : notons-le 


1

(il se pourrait que




0

= 


1

). Soit A

1

la derni�ere arrête travers�ee par �

0

avant 


1

, et A

1


D

1

la 
on
lusion de 
e dernier (si 


0

= 


1

on prendra A

1

= A

0

et D

1

= D

0

).

Si A

1

6= A

0

, alors e(A

1

) 
ontient toutes les 
oupures de R.

Si R = e(A

1

) [ e(D

1

), alors 


1

est le lien terminal 
her
h�e.

Autrement, il existe un lien

}

entre une 
on
lusion de e(A

1

) et une 
on
lusion

de e(D

1

). Comme avant, soit �

1

le 
hemin issu de 
e lien

}

et ayant 
ome

dernier lien un lien 
 et deni�ere arrête une 
on
lusion de R. Appelons 


2


e lien 
, A

2

la deni�ere arrête travers�ee par �

1

avant 


2

, et A

2


 D

2

la


on
lusion de 
e dernier. Dans tous les 
as, e(A

2

) 
ontient toutes les 
oupures

de R, et e(A

2

) ) e(A

1

). Si R = e(A

2

) [ e(D

2

), alors on a �ni. Dans le 
as


ontraire, on re
ommen
e.

Remarquons pour 
on
lure que 8i � 1 on a e(A

i+1

) ) e(A

i

), 
e qui implique

que pour un 
ertain k � 1 on aura for
�ement R = e(A

k

) [ e(D

k

). �

5.4.9. Corollaire. Si dans un r�eseau R il n'y a au
un lien 
;

}

;� termi-

nal, alors R est minimal.

D�emonstration : Si dans R il n'y a au
un lien

}

;� terminal, alors il n'y

a pas non plus de dernier lien

}

;�. Don
 les derniers liens de R sont tous

des axiomes, des portes de bô�tes, des 
 ou des 
oupures.

Si il n'existe pas de 
oupure de profondeur z�ero dans R, alors R est un

axiome ou une bô�te, et le 
orollaire est vrai.

Si il existe un lien 
oupure de profondeur z�ero dansR, alors on peut appliquer

le lemme pr�e
�edent : si il existait un lien 
 splittant pour les 
oupures de

R, alors il existerait aussi un lien 
 terminal. �

Si parmi les derniers liens du r�eseau R il y a des liens

}

ou/et des liens �,

alors on peut les e�a
er (ainsi que leurs 
on
lusions), et 
e jusqu'�a l'obtention

d'un sous-r�eseau de R dont tous les derniers liens sont des liens 
, ax, 
ut,

ou bien des portes de bô�te. Dans la d�e�nition qui suit, nous noterons R

}

�

un tel r�eseau.

5.4.10. D

�

efinition. (D�e
omposition de R en r�eseaux minimaux)

Soit R un r�eseau. On d�e�nit par indu
tion sur le nombre de liens de R,

l'ensemble D(R) des r�eseaux minimaux asso
i�es �a R :

- si R est un axiome, alors D(R) := ;
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- si il existe des liens � ou bien

}

terminaux, alors D(R) := D(R

}

�

)

- si il n'y a pas de liens � ni

}

terminaux, et si il existe exa
tement n � 1

liens 
 terminaux dans R, alors soit fR

1

; : : : ; R

n

g l'ensemble asso
i�e �a R

par le lemme de la d�e
omposition (lemme 5.4.7). On pose D(R) := D(R

1

)[

: : : [D(R

n

)

- si il n'y a au
un lien 
;

}

;� terminal, et il existe un lien 
oupure terminal,

alors D(R) := fRg (on sait que R est minimal par le 
orollaire 5.4.9)

- autrement, R est for
�ement une bô�te, et D(R) := ;.

5.5 Pro
�edure de normalisation 
on
uente

Grâ
e �a la notion de r�eseau minimal, nous allons d�e�nir une pro
�edure de

normalisation 
on
uente pour MALL (th�eor�eme 5.5.15).

Nous allons d'abord montrer que lorsque dans un r�eseau R il n'y a que des


oupures 

ad (et il y en a au moins une), il existe une bô�te parti
uli�ere que

nous appellerons \extr�emiste" (lemme 5.5.5).

Ce
i �etant fait, nous n'aurons plus qu'�a donner les d�e�nitions qu'il faut.

5.5.1. D

�

efinition. (forme 
anonique) Soit R un r�eseau minimal et B

une bô�te de profondeur 0 dans R telle que la 
on
lusion d'une porte 
oad

de B soit pr�emisse d'un lien 
oupure. On appellera forme 
anonique de R

par rapport �a B le r�eseau de la �gure 10, o�u :

- les portes & de B ont 
omme 
on
lusions L

s+1

: : : L

k

et les portes 
oad ont


omme 
on
lusions A

1

: : : A

n

; L

1

: : : L

s

, ave
 n � 1; k � 1; s � 0

- L

1

; : : : ; L

s

ne sont pas pr�emisses d'un lien 
oupure

- pour tout i 2 f1; : : : ; ng le graphe e(A

?

i

) est l'empire de A

?

i

dans R, dont

les 
on
lusions sont A

?

i

;�

i

- S est un r�eseau ave
 hypoth�eses, le seul lien hypoth�ese de S ayant 
omme


on
lusionsL

1

: : : L

k

;�

1

: : :�

n

, tandis que les 
on
lusions de S sontM

1

: : : M

p

(p � 1), qui sont aussi les 
on
lusions de R. On notera S �a la fois le r�eseau

ave
 hypoth�eses et le sous-graphe du r�eseau R.

Il nous arrivera de noter RnS le r�eseau obtenu �a partir de R en e�a�
ant le

sous-graphe S de R.

5.5.2. D

�

efinition. Nous dirons d'un 
hemin issu d'un lien n d'un r�eseau

R qu'il est n�egligeable, lorsqu'il ne traverse que des liens

}

ou � (sauf

�eventuellement son lien initial et son lien terminal). Nous dirons qu'un 
he-

min n�egligeable dont tous les liens sont �a profondeur z�ero est maximal,

lorsque son lien terminal est un lien 
 ou bien 
ut.
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oad


oad


oad 
oad

&

&

B

�

1

�

n

M

1

L

1

L

s

L

s+1

L

k

M

p

S

: : :

: : : : : :

: : :

: : :

A

1

A

n

e(A

?

1

)e(A

?

n

)




n




1

A

?

n

A

?

1

R =

: : :

Figure 10. Forme 
anonique de R par rapport �a B
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Soit R un r�eseau minimal 
ontenant un lien 
 de profondeur 0 et de 
on
lu-

sion A
D. Nous avons not�e (dans la d�e�nition suivante) R

AD

le sous-r�eseau

de R obtenu en 
onne
tant les sous-r�eseaux e(A) et e(D) de 
on
lusions res-

pe
tives A;�

A

et D;�

D

, par un lien 
 de 
on
lusion A
D.

5.5.3. Lemme. (des 
 non splittants) Le sous-r�eseau R

AD

de R satisfait

une des deux 
onditions suivantes :

(i) il existe un 
hemin n�egligeable maximal � issu de A
D

(ii) il existe G 2 �

A

et H 2 �

D

t.q. G et H sont pr�emisses d'un lien

}

, et il

existe un 
hemin n�egligeable et maximal � issu de 
e lien

}

.

Dans les deux 
as, si Z est la derni�ere arrête de �, le sous-r�eseau e(Z) de R


ontient l'arête A
D (et don
 aussi R

AD

).

D�emonstration : Remarquons tout d'abord que toutes les 
on
lusions de

R

AD

sont �a profondeur 0, et que don
 tout 
hemin issu de 
es 
on
lusions ne

peut traverser au
un lien 
oad ou & sans avant avoir travers�e une 
oupure.

Remarquons ensuite que (par d�e�nition d'empire) toute formule de �

A

[�

D

est a
tive dans un lien

}

, ou bien 
'est une 
on
lusion de R.

Supposons que (i) ne soit pas satisfaite et prouvons (ii). Tout 
hemin issu de

A
D est don
 n�egligeable et non maximal. Soit alors 	 le plus long 
hemin

issu de A
D (dont la derni�ere arête sera for
�ement une 
on
lusion de R).

On a deux possibilit�es :


as 1 : Il n'y a, dans R, au
un lien

}

dont les pr�emisses sont toutes les deux

dans �

A

[ �

D

.

Si 	 ne traverse au
un lien

}

, alors par 
onnexit�e des graphes de 
orre
tion

de R les formules de �

A

[ �

D

sont toutes 
on
lusions de R, et le lien 


de d�epart serait splittant pour les 
oupures de R (
ontredisant ainsi la

minimalit�e de R).

Si 	 traverse un lien

}

, alors par 
onnexit�e des graphes de 
orre
tion de

R la pr�emisse des liens

}

travers�es par 	 qui n'est pas une arête de 	

est for
�ement parmi �

A

[ �

D

. Et r�e
iproquement, la 
on
lusion de tout

lien

}

dont une pr�emisse est une formule de �

A

[ �

D

est une arête de 	.

Ce
i suÆt pour pouvoir aÆrmer que RnR

AD

ne 
ontient que des liens

}

et �. Le lien 
 de d�epart serait alors splittant pour les 
oupures de R,


ontredisant ainsi la minimalit�e de R.


as 2 : Supposons maintenant qu'il existe n liens

}

(n � 1) entre G

i

2 �

A

et H

i

2 �

D

(i 2 f1; : : : ; ng). Il existe alors un sous-r�eseau R

0

de R de


on
lusions A
D, G

1

}

H

1

; : : : ; G

n

}

H

n

, �

A

[�

D

nfG

1

;H

1

; : : : ; G

n

;H

n

g.

Supposons par l'absurde que les 
hemins issus de G

1

}

H

1

; : : : G

n

}

H

n

soient tous n�egligeables. Un raisonnement analogue �a 
elui expos�e 
i-
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dessus (faisant notamment toujours appel �a la 
onnexit�e des graphes de


orre
tion) montre que tout 
hemin issu d'une 
on
lusion de R

AD

est

n�egligeable. Par (ii) de la remarque 5.4.2, RnR

AD

ne 
ontient alors que

des liens

}

ou �. Il en suit que le lien 
 de 
on
lusion A
D est splittant

pour les 
oupures de R, 
ontredisant ainsi la minimalit�e de R.

Remarquer que si (i) n'est pas v�eri��ee, alors le 
hemin � satisfaisant (ii)

est de toutes fa�
ons issu d'une 
on
lusion de R

AD

, don
 même dans 
e


as A
D 2 e(Z). �

Soit R un r�eseau minimal ne 
ontenant que des 
oupures 

ad, et soit B une

bô�te de profondeur 0 dans R telle que l'une des 
on
lusions des portes 
oad

de B est pr�emisse d'un lien 
oupure. Consid�erons R dans sa repr�esentation


anonique par rapport �a B.

5.5.4. Lemme. Si il existe une 
oupure dans S, alors il existe une 
oupure


 dans S et une pr�emisse Q de 
 qui n'est pas 
on
lusion d'un lien 
oad, et

telle que e(Q) � RnS.

D�emonstration : Nous utiliserons i
i les notations de la �gure 10 et de la

d�e�nition 5.5.1.

Remarquons tout d'abord que (par (ii) de la remarque 5.4.2), puisque S


ontient une 
oupure, il existe for
�ement un 
hemin n�egligeable maximal

�

L

issu d'une 
on
lusion L de RnS. On a alors deux possibilit�es pour S :

(i) il existe un 
hemin n�egligeable maximal �

L

issu de la 
on
lusion L de

RnS dont le lien terminal est un lien 
oupure

(ii) il existe un 
hemin n�egligeable maximal �

L

issu de la 
on
lusion L de

RnS dont le lien terminal est un lien 
.


as (i) : Soit 
 le lien 
oupure qui est le lien terminal de �

L

. Soit G la

pr�emisse de 
 
ontenue dans �

L

. Si G = L, alors (par d�e�nition d'empire)

G =2 �

i

, pour tout i 2 f1; : : : ; ng. On aura alors G 2 fL

s+1

: : : L

k

g, 
.�a.d.

que G est la 
on
lusion d'une porte & de B : on a bien e(G) � RnS et G

n'est pas 
on
lusion d'une porte 
oad.

Si G 6= L, alors par d�e�nition de �

L

, G est 
on
lusion d'un lien

}

ou �

et (en appliquant (iii) de la remarque 5.4.2) e(G) � RnS.


as (ii) : Soit A

0




0

D

0

le lien terminal de �

L

. On aura e(C

0

) � RnS,

ave
 C

0

2 fA

0

;D

0

g. En appliquant le lemme des 
 non splittant (le

lemme 5.5.3), on sait produire un 
hemin n�egligeable maximal �

0

dont la

derni�ere arête C

1

sera pr�emisse d'un lien 
oupure ou bien d'un lien 


1

de


on
lusion A

1


D

1

. On aura e(C

1

) ) e(C

0

).
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Plus g�en�eralement, le lemme 5.5.3 permet de produire une suite de for-

mules C

0

: : : C

n

(ave
 C

i

2 fA

i

;D

i

g), et une suite de 
hemins n�egligeables

maximaux �

0

: : :�

n

tels que :

- e(C

n

) ) : : : ) e(C

0

) � RnS

- pour tout i 2 f1; : : : ; ng la formule C

i

n'est pas 
on
lusion d'un lien 
oad

- �

i

a 
omme derni�ere arrête C

i+1

pour i 2 f1 : : : ng.

Les empires des C

i

grandissant �a 
haque �etape de notre 
onstru
tion, il

faudra que pour n suÆsament grand la derni�ere arête C

n+1

de �

n

soit

pr�emisse d'un lien 
oupure. L'arête C

n+1

n'est pas 
on
lusion d'une porte


oad, et e(C

n+1

) � RnS. �

5.5.5. Lemme. (des bô�tes extr�emistes) Soit R un r�eseau minimal ave
,

�a profondeur 0, seulement des 
oupures 

ad et au moins une telle 
oupure.

Il existe une bô�te B de R (de profondeur 0) telle que R puisse être repr�esent�e

de fa�
on 
anonique par rapport �a B, o�u le r�eseau ave
 hypoth�eses S ne


ontient au
une 
oupure.

On dira qu'une telle bô�te B est extr�emiste.

D�emonstration : On reprend, i
i en
ore, les notations de la d�e�nition 5.5.1

et de la �gure 10.

Pour toute bô�te B de R de profondeur 0 ayant parmi les 
on
lusions de

ses portes 
oad une formule a
tive dans une 
oupure (don
 par rapport �a

laquelle on peut repr�esenter 
anoniquement R suivant la d�e�nition 5.5.1),

posons :




B

:= f


1

; : : : ; 


n

g [ f


0

: 


0

est une 
oupure de e(A

?

i

), pour i 2 f1; : : : ; ngg.

Soit 


0

un lien 
oupure de profondeur 0 dans R. Appelons D

0

et D

?

0

les

deux arêtes de R a
tives dans 


0

. Puisqu'il n'y a que des 
oupures 

ad �a

profondeur 0, on peut supposer que D

0

est 
on
lusion d'une porte 
oad de

la bô�te B

0

. On peut alors 
onsid�erer la repr�esentation 
anonique de R par

rapport �a B

0

. Si B

0

est extr�emiste (
.�a.d. qu'il n'y a pas de 
oupures dans

S

0

), alors on a �ni.

Autrement, par le lemme 5.5.4, il y a dans S

0

un lien 
oupure 


1

dont une

pr�emisse D

1

n'est pas 
on
lusion d'une porte 
oad, et e(D

1

) � RnS

0

.

La formule D

?

1

est don
 for
�ement 
on
lusion d'une porte 
oad de la bô�te

B

1

de S

0

. On peut don
 repr�esenter R 
anoniquement par rapport �a B

1

,

l'un des sous-r�eseaux 
oup�es sur les 
on
lusions des portes 
oad de B

1

�etant

e(D

1

). Puisque e(D

1

) � RnS

0

, 
ard(


B

1

) > 
ard(


B

0

) (


1

62 


B

0

).

Comme dans la d�emonstration du lemme pr�e
�edent, on peut ainsi 
onstruire

une suite de bô�tes de R qui sera for
�ement �nie, et dont le dernier �el�ement

sera la bô�te extr�emiste 
her
h�ee. �
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5.5.6. Corollaire. Dans le sous-graphe S de la repr�esentation 
anonique

du r�eseau R minimal par rapport �a la bô�te extr�emiste B, il n'y a que des

liens

}

et �.

D�emonstration : Si il y avait un 
, alors 
e 
 serait splittant pour les


oupures de R. �

Il s'agit maintenant de d�e�nir l'�elimination des 
oupures de type 

ad. La

des
ription d'une telle pro
�edure est fatalement un peu lourde (essentielle-

ment �a 
ause des notations). Que le le
teur qui d�esire nous suivre jusqu'au

th�eor�eme (5.5.15) s'arme don
 d'un peu de patien
e.

Si les 
on
lusions de toutes les portes & d'une multibô�te B sont 
on
lu-

sions du r�eseau R qui 
ontient B, alors on peut d�e�nir le r�eseau obtenu

�a partir de R en substituant �a B une quel
onque de ses 
omposantes. En

g�en�eralisant 
ette substitution au 
as de plusieurs bô�tes, on aboutit �a la

notion de \tran
he" d'un r�eseau, d�e�nie 
i-dessous.

5.5.7. D

�

efinition. Soit R un r�eseau de 
on
lusion

�;D

1

1

&E

1

1

; : : : ;D

1

k

1

&E

1

k

1

; : : : ;D

n

1

&E

n

1

; : : : ;D

n

k

n

&E

n

k

n

. Pour tout j 2 f1; : : : ; ng,

soitB

j

une bô�te deR dont les 
on
lusions des portes & sontD

j

1

&E

j

1

; : : : ;D

j

k

j

&E

j

k

j

.

Pour tout j 2 f1; : : : ; ng et pour tout l 2 f1; : : : ; k

j

g, nous asso
ions l'entier

i

j

l

= 1 (resp. i

j

l

= 2) aux 2

k

j

�1


omposantes de B

j

dont la 
on
lusion est

D

j

l

(resp. E

j

l

). On a don
 une bije
tion entre les 
omposantes de B

j

et les

suites i

j

1

: : : i

j

k

j

. Nous allons noter B

j

i

j

1

:::i

j

k

j

la 
omposante de B

j

de 
on
lusions

C

j

1

: : : C

j

k

j

(ave
 C

j

l

2 fD

j

l

; E

j

l

g), asso
i�ee �a la suite i

j

1

: : : i

j

k

j

.

Soit k = k

1

+ : : : k

n

.

On appelle alors tran
he de R par rapport �a B

1

; : : : ; B

n

, un quel
onque des

2

k

r�eseaux suivants :

R

i

1

1

:::i

1

k

1

:::i

n

1

:::i

n

k

n

:= R[B

1

i

1

1

:::i

1

k

1

=B

1

; : : : ; B

n

i

n

1

:::i

n

k

n

=B

n

℄

de 
on
lusions �; C

1

1

; : : : ; C

1

k

1

; : : : ; C

n

1

; : : : ; C

n

k

n

, ave
 C

j

l

2 fD

j

l

; E

j

l

g.

5.5.8. D

�

efinition. Soit R un r�eseau minimal tel que toutes les 
oupures

de profondeur z�ero de R sont des 
oupures 

ad.

On dira que la bô�te extr�emiste B de R est propre (dans R), lorsque dans

la forme 
anonique de R par rapport �a B, S = ; (en parti
ulier toutes les

portes & de B sont 
on
lusions de R).
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5.5.9. D

�

efinition. Soit R un r�eseau minimal n'ayant que des 
oupures



ad �a profondeur 0.

On appelle sous-r�eseau propre de R le r�eseau R

}

�

obtenu �a partir de R en

e�a�
ant tous les liens

}

et � terminaux de R (ainsi que leurs 
on
lusions),

et 
e jusqu'�a l'obtention d'un sous-r�eseau de R dont tous les derniers liens

sont des liens 
, ax, 
ut, ou bien des portes de bô�te (voir aussi la d�e�nition

5.4.10).

5.5.10. Remarque. Dans R

}

�

toutes les bô�tes extr�emistes sont propres.

5.5.11. D

�

efinition. Soit R un r�eseau minimal t.q. toutes les 
oupures de

profondeur 0 de R sont des 
oupures 

ad, et soient B

1

; : : : ; B

n

les n bô�tes

extr�emistes de R. Soient D

j

1

&E

j

1

; : : : ;D

j

k

j

&E

j

k

j

les k

j

� 1 
on
lusions des

portes & de B

j

. Soit R

}

�

le sous-r�eseau propre de R. Les bô�tes B

1

; : : : ; B

n

sont propres dans R

}

�

.

On appelle r�eduit [

ad℄-
omplet de R le r�eseau obtenu en substituant le

sous-r�eseau R

}

�

de R par la multibô�te B ayant 
omme 
on
lusions de

ses portes & les formules D

1

1

&E

1

1

; : : : ;D

1

k

1

&E

1

k

1

; : : : ;D

n

1

&E

n

1

; : : : ;D

n

k

n

&E

n

k

n

,

et dont les 
omposantes sont les tran
hes de R par rapport �a ses n bô�tes

extr�emistes. Plus pr�e
is�ement, les 
omposantes de B sont les r�eseaux R

i

1

1

:::i

1

k

1

:::i

n

1

:::i

n

k

n

(d�e�nis dans 5.5.7) de 
on
lusions C

1

1

; : : : ; C

1

k

1

; : : : ; C

n

1

; : : : ; C

n

k

n

, o�u C

j

l

2

fD

j

l

; E

j

l

g.

SoitB une bô�te du r�eseau R, F

1

&G

1

; : : : ; F

l

&G

l

les 
on
lusions des portes &

deB et A la 
on
lusion d'une porte 
oad deB. Supposons que F

1

&G

1

; : : : ; F

l

&G

l

soient des 
on
lusions de R.

Soit R

0

un r�eseau de 
on
lusions A

?

;�, soient B

1

; : : : ; B

n

des bô�tes de R

0

telles que pour tout j 2 f1; : : : ; ng les 
on
lusions des portes & de B

j

sont

D

j

1

&E

j

1

; : : : ;D

j

k

j

&E

j

k

j

. Supposons que toutes 
es formules soient 
on
lusions

de R

0

.

Appelons T le r�eseau obtenu en 
oupant B et R

0

sur A (remarquons au pas-

sage que les 
on
lusions des portes & de B;B

1

; : : : ; B

n

sont toutes 
on
lu-

sions de T ).

5.5.12. Lemme. Le r�eseau obtenu en r�eduisant la 
oupure 

ad de T en

dupliquant 2

l

fois le r�eseau R d'abord, et en appliquant k = k

1

+ : : : +

k

n

e.e.r.

[r(&)℄

�! ensuite, est une bô�te ave
 k + l portes & de 
on
lusions
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F

1

&G

1

; : : : ; F

l

&G

l

;D

1

1

&E

1

1

; : : : ;D

1

k

1

&E

1

k

1

; : : : ;D

n

1

&E

n

1

; : : : ;D

n

k

n

&E

n

k

n

, et qui

a 
omme 
omposantes les 2

k+l

tran
hes de T par rapport �a B;B

1

; : : : ; B

n

.

D�emonstration : C'est une 
ons�equen
e des d�e�nitions. �

5.5.13. Proposition. Soit R un r�eseau minimal t.q. toutes les 
oupures

de profondeur 0 de R sont des 
oupures 

ad. Soient B

1

; : : : ; B

n

les n bô�tes

extr�emistes de R, et R

}

�

le sous-r�eseau propre de R.

Le r�eduit [

ad℄-
omplet de R peut être obtenu �a partir de la r�edu
tion [

ad℄

usuelle et de

[r(&)℄

�! de la fa�
on suivante :

- on �xe une bô�te extr�emiste B quel
onque ave
 la forme 
anonique de R

qui lui est asso
i�ee (�gure 10)

- on r�eduit (dans un ordre quel
onque) les [

ad℄ en dupliquant (dans R

}

�

)

les empires e(A

?

1

); : : : ; e(A

?

n

)

- on applique les �etapes

[r(&)℄

�! n�e
essaires aux portes 
oad de la bô�te ainsi

obtenue.

D�emonstration : On applique �a une bô�te extr�emiste quel
onque le lemme

pr�e
�edent. �

5.5.14. D

�

efinition. (la pro
�edure de normalisation de MALL) Soit

R un r�eseau. On va lui appliquer la pro
�edure de normalisation suivante :

1. En appliquant la r�e�e
riture :[

ad℄ �a profondeur 0 (et sans utiliser d'�etapes

[r(&)℄), aboutir �a un r�eseau R

0

ne 
ontenant plus, �a profondeur 0, que

des 
oupures 

ad

2. De
omposer R

0

en r�eseaux minimaux, suivant la d�e�nition 5.4.10

3. Asso
ier �a 
haque r�eseau minimal de D(R

0

) son sous-r�eseau propre (sui-

vant la d�e�nition 5.5.9)

4. Appliquer �a 
ha
un des r�eseaux obtenus de la sorte une �etape [

ad℄-


ompl�ete.

On aura �a pr�esent un r�eseau qui n'aura pas de 
oupures de profondeur 0.

On pourra alors re
ommen
er, en appliquant la pro
�edure 
i-dessus d�e
rite

�a 
ha
une des 
omposantes des bô�tes de profondeur 0.

5.5.15. Th

�

eor

�

eme. (
on
uen
e) Soit R un r�eseau. La pro
�edure de nor-

malisation d�e
rite 
i-dessus n'utilise que des e.e.r. d�e�nies dans 5.2.1, et elle

permet d'asso
ier �a R un unique r�eseau sans liens 
oupure.

D�emonstration : Reprenons les notations de la d�e�nition. Le r�eseau R

0

est

unique puisque la r�e�e
riture :[

ad℄ est 
on
uente (extension triviale de la
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proposition 4.1.7 �a MALL). L'uni
it�e de la d�e
omposition en r�eseaux mini-

maux est une 
ons�equen
e de la d�e�nition 5.4.10 (elle-même 
ons�equen
e du

lemme 5.4.7). L'uni
it�e du sous-r�eseau propre est une 
ons�equen
e imm�ediate

de la d�e�nition. L'uni
it�e de toute �etape [

ad℄-
ompl�ete d�e
oule aussi de la

d�e�nition (5.5.11).

La pro
�edure va for
�ement terminer, puisqu'on utilise seulement des e.e.r.

d�e�nies dans 5.2.1 (par la proposition 5.5.13), et nous savons que 
elles-
i

donnent lieu �a une r�e�e
riture fortement normalisante (th�eor�eme 5.3.8). �

5.6 Remarque sur le 
al
ul HC de Girard

L'un des probl�emes majeurs dans la re
her
he de la stru
ture g�eom�etrique

des preuves faisant intervenir le 
onne
teur &, est que 
elui-
i semble être

indisso
iable d'une notion de superposition, qui reste vague et diÆ
ile �a

d�e�nir 
orre
tement. Nous avons montr�e que la superposition des liens &

(et des liens & seulement) n'est pas 
ompl�etement ing�erable.

Une des id�ees essentielles du programme \ludique", lan
�e par J.-Y. Girard

dans [Girard 98a℄, est la s�eparation des 
onne
teurs logiques en deux groupes

(positifs ou irr�eversibles d'une part et n�egatifs ou r�eversibles d'autre part),

dont il sera d'ailleurs question dans les 
hapitres 14 et 15. Pour une premi�ere

r�ealisation de son programme, Girard 
hoisit le fragment multipli
atif et

additif de LL, sans axiomes mais ave
 les 
onstantes ([Girard 98b℄).

L'aspe
t syntaxique de 
ette analyse utilise une notion qui s'apparente beau-


oup �a 
elle de multibô�te qui nous a o

up�es dans 
e 
hapitre. Il n'est que

rapidement question, dans [Girard 98b℄, des aspe
ts syntaxiques du 
al
ul

\hypers�equentialis�e" HC, mais il nous parâ�t 
lair que l'objet syntaxique

qui d�e
oule de l'analyse s�emantique de Girard est 
elui d'une \multibô�te

�etendue" �a tous les 
onne
teurs n�egatifs (& et

}

), et dont les portes 
oad

ont 
omme 
on
lusions toujours des formules positives. A vrai dire, �a partir

de la notion de multibô�te que nous venons de mettre au point, il n'est pas

diÆ
ile de d�e�nir pr�e
is�ement une syntaxe de r�eseaux pour HC, qui n'est

pas tout �a fait 
elle de [Girard 98b℄ (il n'y aura pas de bô�tes positives).

D�e
rivons-la bri�evement.

Il y a un lien axiome, repr�esent�e par une (multi)bô�te dont la porte prin
ipale

a 
omme 
on
lusion la 
onstante additive > (qui est une formule n�egative),

et dont les portes 
oad ont toutes 
omme 
on
lusion une formule positive.

Il y a un lien 
oupure ayant deux pr�emisses, une positive P et une n�egative

P

?

, et au
une 
on
lusion.



110 CHAPITRE 5. LES MULTIBO

^

ITES ADDITIVES

A partir de 2

n

r�eseaux dont toutes les 
on
lusions sont positives (plus

pr�e
is�ement le r�eseau R

i

aura 
omme 
on
lusion �; P

i

, ave
 i 2 f1; : : : ; 2

n

g)

on peut 
onstruire un r�eseau ave
 une unique 
on
lusion n�egative N , et un

multiensemble � de 
on
lusions positives : il s'agit d'une multibô�te dont les


omposantes sont les 2

n

r�eseaux de d�epart et la (seule) porte prin
ipale a


omme 
on
lusion N .

Il y a un lien positif ayant un nombre arbitraire k � 1 de pr�emisses, toutes

n�egatives et toutes 
on
lusions de portes prin
ipales de multibô�tes (notons-

les N

1

; : : : N

k

), et ayant 
omme 
on
lusion la formule positive P �egale �a

N

1


 : : :
N

k

\�a quelques o

urren
es de � pr�es".

Tout r�eseau satisfait les deux propri�et�es suivantes :

1. il y a au plus un lien positif de profondeur 0

2. la 
on
lusion de toute porte 
oad d'une multibô�te est une formule posi-

tive.

L'�elimination des 
oupures pour un tel syst�eme se d�e�nit tr�es simplement

en utilisant les (g�en�eralisations appropri�ees des) e.e.r. [&=�℄, [

}

=
℄, [

ad℄.

La propri�et�e 2 permet d'ex
lure les \
as 
ritiques" de 
oupures 

ad (
omme


elui de la �gure 6) : les pr�emisses d'un lien 
oupure ne peuvent en au
un


as être toutes les deux 
on
lusions d'un lien 
oad.

La propri�et�e 1 permet de d�e�nir une strat�egie de normalisation purement

s�equentielle (appel�ee \paresseuse" dans [Girard 98b℄). Remarquons que 
ette

même propri�et�e peut être vue 
omme une limite de la syntaxe que nous

venons de d�e�nir, surtout si l'on pense �a la souplesse de la syntaxe usuelle

pour MLL.

Si nous avons d�e
id�e de ne pas d�evelopper la syntaxe d�e
rite 
i-dessus dans

tous les d�etails, 
'est par
e que la th�eorie \ludique" est en �evolution per-

manente, et on peut esp�erer aboutir �a terme �a une notion \plus souple" de

r�eseau.



Chapitre 6

S�emantique des r�eseaux

Notre but �etant 
elui d'�etablir des liens entre des objets \intentionnels"

tels que les preuves de LL, et des objets \extensionnels" tels que les in-

terpr�etations de 
es mêmes preuves, nous nous int�eresserons �a des s�emantiques


on
r�etes. Il ne s'agit pas i
i de savoir quels sont les axiomes abstraits que

les stru
tures ad�equates �a fournir une interpr�etation (ou une s�emantique)

doivent satisfaire, mais plutôt d'être en mesure de 
al
uler, �a partir d'un

r�eseau de preuve, l'objet s�emantique qui lui est asso
i�e. Pour 
e faire nous

utiliserons la notion d'exp�erien
e, introduite par J.-Y. Girard dans [Girard 87℄

pour la s�emantique 
oh�erente (ensembliste).

Nous ferons r�ef�eren
e dans la suite aux s�emantiques 
oh�erentes ensembliste

(
f. [Girard 87℄) et multiensembliste (
f. [Girard 91b℄), ainsi qu'�a la s�emantique

relationnelle multiensembliste. Pour 
ette derni�ere, nous donnerons 
i-dessous

au le
teur les �el�ements n�e
essaires pour 
omprendre de quoi il s'agit, mais

nous ne prouverons pas son invarian
e par �elimination des 
oupures : le

th�eor�eme 6.2.6, dont tout le monde est au 
ourant mais dont personne n'a

le 
ourage (ou l'envie) d'�e
rire la preuve.

6.1 Pr�eliminaires, 
onventions, notations

Dans nos investigations, nous nous bornerons au fragment propositionnel de

LL, les quanti�
ateurs faisant intervenir des 
ompli
ations te
hniques que

nous 
hoisissons d'ignorer (en tous 
as dans 
ette th�ese).

A vrai dire, apr�es avoir donn�e la d�e�nition d'exp�erien
e pour LL proposi-

tionnelle (d�e�nition 6.2.1) nous nous pla
erons dans le fragment multipli
atif

et exponentiel de LL (MELL), et 
e non pas �a 
ause de la s�emantique des

additifs (qui ne pose pas le moindre probl�eme), mais de leur syntaxe : dans

111
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la re
her
he de liens le plus �etroits possibles entre syntaxe et s�emantique,

nous nous heurtons �a l'absen
e d'une syntaxe vraiment satisfaisante pour

les 
onne
teurs additifs. C'est toujours motiv�es par 
ette même tentative

de rappro
hement, que nous avons tent�e une am�elioration de la syntaxe des

additifs dans le 
adre plus restreint de LL additive et multipli
ative (MALL)

dans le 
hapitre 5.

Tant que nous aurons a�aire �a tout le fragment propositionnel de LL (
.�a.d.

essentiellement dans la d�e�nition 6.2.1) nous ferons r�ef�eren
e �a la notion de

r�eseau de la d�e�nition 1.3.7, �a la seule di��eren
e que les liens 
ontra
tion

que nous 
onsid�ererons ne seront plus for
�ement d'arit�e 2 (
.�a.d. ave
 deux

pr�emisses et une 
on
lusion 
omme dans la d�e�nition 1.2.1) mais d'arit�e

quel
onque : tout lien ?
o a desormais k � 2 pr�emisses et une 
on
lusion.

Ce 
hangement induit quelques petites modi�
ations dans les d�e�nitions de

swit
hing et de graphe de 
orre
tion, que le le
teur n'aura au
un mal �a

apporter tout seul : elles s'imposent toutes, une fois �etabli que toutes les

arêtes pr�emisses d'un lien ?
o sont entre elles appari�ees. De même, il faudra

modi�er le 
al
ul des s�equents LL

2

et l'e.e.r. [
o℄ 
omme il se doit.

Une fois oubli�es les additifs, la d�e�nition 1.3.7 fournit tout simplement un

moyen de ra

ro
her 
haque a�aiblissement �a un axiome ou bien �a une bô�te

(exponentielle puisque 
e sont les seules qui restent), de telle sorte que le

r�eseau soit s�equentialisable. Mais la fon
tion de saut n'int�eragit jamais ave


le pro
�essus d'�elimination des 
oupures (voir aussi la remarque 2.2.5). Le

le
teur peut don
 �a sa guise se r�ef�erer �a la d�e�nition 1.3.7, ou bien oublier

purement et simplement la fon
tion de saut et se r�ef�erer �a la d�e�nition 1.2.7,

sans oublier 
ependant que tous les r�eseaux 
onsid�er�es sont s�equentialisables

dans le fragment multipli
atif et exponentiel de LL

2

. Nous noterons (de

fa�
on un peu abusive) MELL l'ensemble de tous 
es r�eseaux.

Nous fo
aliserons notre analyse sur les s�emantiques multiensemblistes : dans

le 
as 
oh�erent par
e que les multiensembles semblent mieux s'adapter �a nos

obje
tifs (voir aussi le 
hapitre 8) et dans le 
as relationnel tout simplement

par
e que la s�emantique relationnelle ensembliste n'existe pas (elle ne fournit

pas un invariant de l'�elimination des 
oupures).

6.1.1 Conventions

Nous appellerons \type d'une arête a" la formule de LL asso
i�ee �a l'arête a.

Nous noterons entre a

olades non pas (
omme d'ordinaire) des ensembles

mais des multiensembles (dans le sens de la d�e�nition 1.1.3) ; sauf mention

expli
ite du 
ontraire, nous allons toujours nous r�ef�erer �a des multiensembles.

Pour la d�e�nition d'espa
e 
oh�erent et pour l'interpr�etation en terme d'es-
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pa
es 
oh�erents des formules de LL, nous renvoyons �a [Girard 87℄ et �a

[Girard 91b℄.

Voi
i venu le moment de dire quelques mots au sujet de la s�emantique re-

lationnelle. On pourrait la d�e�nir informellement 
omme \la s�emantique


oh�erente sans 
oh�eren
e".

6.1.2. D

�

efinition. Soit j j une fon
tion qui asso
ie �a toute variable pro-

positionnelle un ensemble. Nous d�e�nissons l'extension de j j �a toutes les

formules de LL de la fa�
on suivante :

jA

?

j = jAj

jA 
 Bj = jAj � jBj

jA � Bj = jAj � f0g [ jBj � f1g

j!Aj =M

f

(jAj)

o�uM(jAj) est le monoide 
ommutatif libre engendr�e par jAj (voir d�e�nition

1.1.3) et M

f

(jAj) l'ensemble des multiensembles �nis de jAj.

Pour toute formule A de LL, jAj est la trame de l'espa
e interpr�etant la

formule A dans la s�emantique relationnelle. L'espa
e A est l'ensemble P(jAj)

des parties de jAj.

Si A est une formule et E une o

urren
e de sous-formule de A, il nous

arrivera de parler de la \
omplexit�e de AnE" : il s'agit de 


A

� 


E

, o�u 


A

(resp. 


E

) est le nombre de 
onne
teurs de A (resp. E).

Sauf mention expli
ite du 
ontraire, tous les r�esultats et les d�e�nitions

�enon
�es dans les 
hapitres qui suivent, seront valables �a la fois pour la

s�emantique 
oh�erente et pour la s�emantique relationnelle (multiensemblistes

toutes les deux).

6.1.3 Notations

On notera dans la suite :

- a, b, 
, : : : les arêtes d'un r�eseau,

- A, B, C, : : : les types de 
es arêtes,

- A, B, C, : : : les stru
tures interpr�etant 
es types,

- jAj, jBj, jCj, : : : les trames de 
es stru
tures,

- �, �, �

0

, �

0

, : : : les arêtes de type atomique d'un r�eseau,

- e, e

0

, e

i

, �, �

i

,: : : les exp�erien
es,

- 
, 


0

, Æ, Æ

0

,: : : les r�esultats (ou les 
on
lusions) de 
es exp�erien
es

- �, �

0

, �, �

0

,: : : des multiensembles de formules
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-

}

� la formule obtenue en e�e
tuant le

}

de toutes les o

urren
es de

formules de � (dans un ordre donn�e). Par simpli
it�e, nous noterons toujours

}

� la stru
ture qui interpr�ete la formule

}

�.

- R

B

le plus grand sous-r�eseau du r�eseau R qui est 
ontenu dans la bô�te

exponentielle B de R,

- 
ard(y) la 
ardinalit�e du multiensemble y (ou de l'ensemble y si on a dit

expli
itement que y est un ensemble),

- n[z℄ la r�ep�etition n fois de l'�el�ement z : par exemple fn[z℄g est le multien-

semble 
ontenant n o

urren
es de l'�el�ement z,

- [R℄

rel

(resp. [R℄


oh

) l'interpr�etation du r�eseau R dans la s�emantique rela-

tionnelle (resp. 
oh�erente). Dans le 
as de la s�emantique 
oh�erente, il nous

arrivera d'�e
rire [R℄


ohm

pour pr�e
iser qu'il s'agit de l'interpr�etation de R

dans la s�emantique 
oh�erente multiensembliste.

Nous utiliserons les notations usuelles pour la 
oh�eren
e et l'in
oh�eren
e

(stri
tes ou larges). Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguit�e, nous �e
rirons sim-

plement x

`

a

y, au lieu de x

`

a

y(A), pour x; y 2 jAj.

6.2 Les exp�erien
es

La d�e�nition d'exp�erien
e 
i-dessous est l'extension �a LL propositionnelle

de la d�e�nition de [Girard 87℄, et 
e pour les trois s�emantiques que nous


onsid�erons dans 
ette th�ese.

Dans l'�enon
�e suivant, un dernier lien d'une stru
ture de preuve S, est un

lien dont la ou les 
on
lusion(s) est (sont) une (des) 
on
lusion(s) de S. Un

lien 
oupure de S est un lien 
on
lusion si il est �a profondeur (additive et

exponentielle) z�ero.

6.2.1. D

�

efinition. (exp�erien
e) Une exp�erien
e e d'une stru
ture de

preuve S est une appli
ation qui asso
ie �a toute arête a de S de type A un

multiensemble e(a) d'�el�ements de jAj, de telle sorte que si a est �a profondeur

(additive et exponentielle) 0, alors e(a) est un singleton.

On d�e�nit une telle appli
ation e par indu
tion sur S de la fa�
on suivante :

- Si S est la stru
ture de preuve vide, alors l'appli
ation vide est la seule

exp�erien
e de S.

- Si S a parmi ses derniers liens un lien axiome n de 
on
lusions les arêtes

a

1

et a

2

de type A et A

?

respe
tivement, alors soit S

0

la stru
ture de preuve

obtenue �a partir de S en �eliminant le lien n et ses 
on
lusions.

Si e

0

est une exp�erien
e de S

0

, alors toute appli
ation e d�e�nie par : 8a arête

de S

0

e(a) = e

0

(a) et e(a

1

) = e(a

2

) = fxg, ave
 x 2 jAj, est une exp�erien
e
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de S.

- Si S a parmi ses derniers liens un lien n =

}

(resp. n = 
) de 
on
lusion


 de type C

1

}

C

2

(resp. C

1


 C

2

) et de pr�emisses 


1

de type C

1

et 


2

de

type C

2

, alors appelons S

0

la stru
ture de preuve obtenue �a partir de S en

�eliminant le dernier lien n et sa 
on
lusion.

Si e

0

est une exp�erien
e de S

0

, alors l'appli
ation e d�e�nie par : 8a arête de

S

0

e(a) = e

0

(a) et e(
) = f(x

1

; x

2

)g, ave
 e

0

(


1

) = fx

1

g et e

0

(


2

) = fx

2

g est

une exp�erien
e de S.

- Si S a parmi ses derniers liens un lien n = � de 
on
lusion 
 de type

C

1

� C

2

et de pr�emisse 


1

de type C

1

(resp. 


2

de type C

2

), alors appelons

S

0

la stru
ture de preuve obtenue �a partir de S en �eliminant le dernier lien

n et sa 
on
lusion.

Si e

0

est une exp�erien
e de S

0

, alors l'appli
ation e d�e�nie par : 8a arête de

S

0

e(a) = e

0

(a) et e(
) = f(x

1

; 0)g (resp. e(
) = f(x

2

; 1)g), ave
 e

0

(


1

) = fx

1

g

(resp. e

0

(


2

) = fx

2

g) est une exp�erien
e de S.

- Si S est une bô�te additive dont la porte & a 
omme 
on
lusion l'arête 
 de

type C

1

&C

2

et 
omme pr�emisses les arêtes 


1

de type C

1

et 


2

de type C

2

,

et dont les portes 
oad ont 
omme 
on
lusions les arêtes a

1

; : : : ; a

n

de types

respe
tifs A

1

; : : : ; A

n

et 
omme pr�emisses les arêtes a

1

1

et a

2

1

de type A

1

,: : :,

a

1

n

et a

2

n

de type A

n

, appelons S

0

la stru
ture de preuve obtenue �a partir de

S en prenant le 
ontenu de la bô�te S. Si e

1

(resp. e

2

) est une exp�erien
e de

la sous-stru
ture de preuve S

1

(resp. S

2

) de S

0

ayant 
omme 
on
lusions les

arêtes a

1

1

; : : : ; a

1

n

; 


1

(resp. a

2

1

; : : : ; a

2

n

; 


2

), alors :

(1) l'appli
ation d�e�nie par 8a arête de S

0

e(a) = e

1

(a) si a est une arête de

S

1

et e(a) = ; si a est une arête de S

2

, et par 8i 2 f1; : : : ; ng e(a

i

) = e

1

(a

1

i

),

e(
) = f(0; x

1

)g ave
 e

1

(


1

) = fx

1

g, est une exp�erien
e de S

(2) l'appli
ation d�e�nie par 8a arête de S

0

e(a) = e

2

(a) si a est une arête de

S

2

et e(a) = ; si a est une arête de S

1

, et par 8i 2 f1; : : : ; ng, e(a

i

) = e

2

(a

2

i

),

e(
) = f(1; x

2

)g ave
 e

2

(


2

) = fx

2

g, est une exp�erien
e de S.

- Si S a parmi ses derniers liens un lien der�eli
tion n de 
on
lusion 
 de type

?C et de pr�emisse 


0

de type C, alors appelons S

0

la stru
ture de preuve

obtenue �a partir de S en �eliminant le dernier lien n et sa 
on
lusion.

Si e

0

est une exp�erien
e de S

0

, alors l'appli
ation e d�e�nie par : 8a arête de

S

0

, e(a) = e

0

(a) et par e(
) = ffxgg o�u e(


0

) = fxg, est une exp�erien
e de S.

- Si S a parmi ses derniers liens un lien 
ontra
tion n d'arit�e k, de 
on
lusion


 de type ?C et de pr�emisses 


1

; : : : ; 


k

de type ?C, alors appelons S

0

la

stru
ture de preuve obtenue �a partir de S en �eliminant le dernier lien n et

sa 
on
lusion.
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Si e

0

est une exp�erien
e de S

0

, alors l'appli
ation e d�e�nie par : 8a arête de

S

0

, e(a) = e

0

(a) et par e(
) = fx

1

[ : : : [ x

k

g, ave
 e(


i

) = fx

i

g, est une

exp�erien
e de S si et seulement si x

1

[ : : : [ x

k

2 j?Cj.

- Si S a parmi ses derniers liens un lien a�aiblissement n de 
on
lusion 
,

alors appelons S

0

la stru
ture de preuve obtenue �a partir de S en �eliminant

le dernier lien n et sa 
on
lusion.

Si e

0

est une exp�erien
e de S

0

, alors l'appli
ation e d�e�nie par : 8a arête de

S

0

, e(a) = e

0

(a) et par e(
) = f;g est une exp�erien
e de S.

- Si S a parmi ses derniers liens un lien 
oupure (qui sera don
 �a profondeur

0) n de pr�emisses 


1

et 


2

, alors appelons S

0

la stru
ture de preuve obtenue

�a partir de S en �eliminant le dernier lien n.

Si e

0

est une exp�erien
e de S

0

, alors l'appli
ation e d�e�nie par : 8a arête de

S

0

, e(a) = e

0

(a), est une exp�erien
e de S si et seulement si e(


1

) = e(


2

).

- Si S est une bô�te exponentielle dont la porte prin
ipale (resp. les portes

auxiliaires) a 
omme 
on
lusion l'arête 
 de type !C et 
omme pr�emisse

l'arête 


0

de type C (resp. ont 
omme 
on
lusions les arêtes a

1

; : : : ; a

n

de

types respe
tifs ?A

1

; : : : ; ?A

n

et 
omme pr�emisses les arêtes a

0

1

; : : : ; a

0

n

de

types respe
tifs ?A

1

; : : : ; ?A

n

), appelons S

0

la stru
ture de preuve obtenue

�a partir de S en prenant le 
ontenu de la bô�te S.

Si e

1

; : : : ; e

k

sont k exp�erien
es de S

0

, alors l'appli
ation e d�e�nie par : 8a

arête de S

0

e(a) = e

1

(a) [ : : : [ e

k

(a), et par 8i 2 f1; : : : ; ng e(a

i

) = fx

i

1

[

: : : [ x

i

k

g, o�u 8j 2 f1; : : : ; kg e

j

(a

0

i

) = fx

i

j

g, et e(
) = ffy

1

; : : : ; y

k

gg, o�u

8j 2 f1; : : : ; kg e

j

(


0

) = fy

j

g, est une exp�erien
e de S si et seulement si

8i 2 f1; : : : ; ng x

i

1

[ : : : [ x

i

k

2 j?A

i

j et fy

1

; : : : ; y

k

g 2 j!Cj.

Par ailleurs, l'appli
ation d�e�nie sur l'ensemble des arêtes de S par : 8a arête

de S

0

e(a) = ; et e(a

1

) = : : : = e(a

n

) = e(
) = f;g est une exp�erien
e de S.

- Si S est l'union disjointe des bô�tes S

1

; : : : ; S

n

et si 8i 2 f1; : : : ; ng e

i

est une

exp�erien
e de S

i

, alors l'appli
ation d�e�nie par : 8a arête de S

i

e(a) = e

i

(a)

est une exp�erien
e de S.

- Rien d'autre est une exp�erien
e.

Soit S une stru
ture de preuve dont les arêtes 
on
lusions sont a

1

; : : : ; a

n

de type A

1

; : : : ; A

n

respe
tivement, et soit e une exp�erien
e de R. Soit 8i 2

f1; : : : ; ng e(a

i

) = fx

i

g. On dira que (x

1

; : : : ; x

n

) 2 jA

1

}

: : :

}

A

n

j est

la 
on
lusion (ou le r�esultat) de l'exp�erien
e e de R. On le notera aussi

x

1

; : : : ; x

n

.

6.2.2. Remarque. (i) Le le
teur attentif aura remarqu�e qu'il faudrait

v�eri�er que la notion d'exp�erien
e est bien d�e�nie (lorsque la stru
ture de
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preuve S 
ontient plusieurs derniers liens). Ce même le
teur aura aussi d�ej�a


ompris que 
'est bien le 
as.

(ii) Soit e (resp. e

0

) une exp�erien
e du r�eseau R (resp. R

0

), de r�esultat 
 (resp.




0

). Si R et R

0

ont le même s�equent 
on
lusion (nous dirons tout simplement

que R et R

0

ont même 
on
lusion), alors l'�egalit�e 
 = 


0

induit entre les

arêtes 
on
lusions des deux r�eseaux une bije
tion �evidente. Nous dirons de

deux arêtes, l'une 
on
lusion de R et l'autre 
on
lusion de R

0

, que 
e sont

deux arêtes \
orrespondantes", lorsque, justement, elles se 
orrespondent

via 
ette bije
tion.

(iii) Soit a une arête du r�eseau R et e une exp�erien
e de R. On parlera des

�el�ements de e(a) 
omme des �etiquettes asso
i�ees par l'exp�erien
e e �a l'arête

a.

(iv) Dans le 
as de la s�emantique relationnelle, il est important de remarquer

que les 
onditions sur les �etiquettes des 
on
lusions des liens 
ontra
tion et

portes d'une bô�te exponentielle sont toujours satisfaites. La seule 
ondition

non triviale dans le 
adre relationnel 
on
erne don
 les liens 
oupures.

(v) Toute exp�erien
e 
oh�erente (multiensembliste) d'un r�eseau R est une

exp�erien
e relationnelle de R. (Ce
i suppose bien sûr que si X


oh

(resp. X

rel

)

est l'espa
e qui interpr�ete la variable propositionnelle X, alors jX j


oh

=

jX j

rel

).

La d�e�nition suivante est 
elle de [Girard 87℄, que nous �etendons au trois

s�emantiques que nous 
onsid�erons.

6.2.3. D

�

efinition. Soit R un r�eseau de 
on
lusion �. [R℄ := f
 2 j

}

�j :

il existe une exp�erien
e e de R de 
on
lusion 
g.

On dira que [R℄ est l'interpr�etation de R dans la s�emantique 
onsid�er�ee. Il

nous arrivera aussi de dire que [R℄ est la s�emantique de R.

6.2.4. Remarque. (i) Une 
ons�equen
e imm�ediate de la d�e�nition 
i-

dessus est que pour tout r�eseau R, si on note [R℄


oh

(resp. [R℄

rel

) la s�emantique


oh�erente multiensembliste (resp. relationnelle) de R, on a [R℄


oh

� [R℄

rel

.

Au sujet de la r�e
iproque, voir la proposition 6.3.9.

(ii) Dans le 
as parti
ulier du fragment multipli
atif de LL, la r�e
iproque

du (v) de la remarque 6.2.2 est vraie : toute exp�erien
e relationnelle d'un

r�eseau R est aussi une exp�erien
e 
oh�erente de R. En parti
ulier, dans 
e


as (une fois �x�ee l'interpr�etation des atomes), l'interpr�etation de R est la

même dans les trois s�emantiques 
onsid�er�ees dans 
ette th�ese.
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6.2.5. Th

�

eor

�

eme. Si R est un r�eseau de 
on
lusions �, alors [R℄ 2

}

� (i
i

}

� est l'espa
e qui interpr�ete la formule

}

�).

D�emonstration : C'est �evident dans le 
as relationnel. Dans le 
as 
oh�erent,

la preuve de [Girard 87℄ peut s'�etendre sans diÆ
ult�es au 
as multiensem-

bliste. �

L'interpr�etation 
i-dessus d�e�nie est invariante par �elimination des 
oupures

(
.�a.d. qu'on a bien �a faire �a une s�emantique d�enotationnelle des r�eseaux de

LL propositionnelle) :

6.2.6. Th

�

eor

�

eme. Soit R un r�eseau et x une 
oupure de R. Si R

[x℄

! R

0

,

alors [R℄ = [R

0

℄.

D�emonstration : En
ore une fois, la d�emonstration de [Girard 87℄ s'�etend

sans diÆ
ult�es au 
as multiensembliste. La d�emonstration pour la s�emantique

relationnelle est omise. �

6.2.7. Remarque. Dans [Girard 87℄, il y a une (fort jolie !) preuve de la

propri�et�e suivante pour le fragment multipli
atif de LL (et pour la s�emantique


oh�erente) :

\une exp�erien
e d'un r�eseau donn�e est univoquement d�etermin�ee par sa


on
lusion", autrement dit :

soit e (resp. e

0

) une exp�erien
e de 
on
lusion 
 (resp. 


0

) du r�eseau R. Si


 = 


0

, alors e = e

0

.

La remarque 6.2.4 (ii) montre que 
e r�esultat s'�etend 
lairement au 
as de

la s�emantique relationnelle.

Dans sa d�emonstration, Girard utilise le 
rit�ere de 
orre
tion des longs

voyages. E. Duquesne et J. Van de Wiele ont �etendu 
e r�esultat aux r�eseaux

purs de LL (
f. [DuqVdW 94℄), et il est vraisemblable que les r�eseaux de

MELL satisfassent aussi la propri�et�e en question. La d�emonstration de

[DuqVdW 94℄ est assez laborieuse, et nous n'avons eu le 
ourage de l'�etendre

�a MELL.

Nous ne ferons d'ailleurs pas usage de 
ette propri�et�e, qui n'est bien sûr pas

satisfaite par la s�emantique relationnelle (exer
i
e pour le le
teur : trouver

un 
ontre-exemple !).

Convention : A partir de maintenant, nous ne 
onsid�ererons plus que des

r�eseaux de MELL.
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Le pro
essus d'�elimination des 
oupures induit naturellement une relation

d'�equivalen
e (syntaxique) sur les r�eseaux. Par ailleurs, une s�emantique

d�enotationnelle induit elle aussi une relation d'�equivalen
e (s�emantique) sur

les r�eseaux. Le probl�eme que nous nous posons est 
elui de 
omparer 
es

deux relations d'�equivalen
e.

Une 
hose est sûre d�es maintenant : si R est un r�eseau et R � R

0

, alors R et

R

0

sont �equivalents, tant syntaxiquement que s�emantiquement. On pourra

don
 restreindre, �a juste titre, notre analyse aux r�eseaux sans 
oupures. Nous

serons plus pr�e
is sur 
e point au d�ebut du 
hapitre suivant.

6.3 Quelques propri�et�es des exp�erien
es

6.3.1. D

�

efinition. (restri
tion d'une exp�erien
e �a un sous-r�eseau)

Soit R un r�eseau, e une exp�erien
e de R de 
on
lusion 
 et soit R

1

un sous-

r�eseau de R. On va d�e�nir le multiensemble ej

R

1

, dont les �el�ements sont des

exp�erien
es de R

1

, par indu
tion sur la profondeur p des 
on
lusions de R

1

dans R.

Si p = 0, alors ej

R

1

= fe

1

g, o�u e

1

est l'exp�erien
e de R

1

d�e�nie par : pour

toute arête a de R

1

e

1

(a) = e(a).

Soit p + 1 la profondeur des 
on
lusions de R

1

dans R, soit B la bô�te

de R de profondeur 0 
ontenant R

1

et soit R

B

le plus grand sous-r�eseau

de R 
ontenu dans B. Soit n la 
ardinalit�e de l'unique �etiquette asso
i�ee

par e �a l'arête 
on
lusion de la pal de B et soient e

1

; : : : ; e

n

les n (n � 0)

exp�erien
es de R

B

�a partir desquelles l'unique exp�erien
e du multiensemble

ej

B

est obtenue (selon les modalit�es pr�e
is�ees dans la d�e�nition 6.2.1). On

pose alors ej

R

1

= e

1

j

R

1

[ : : : [ e

n

j

R

1

(si n = 0, on aura ej

R

1

= ;).

Si ej

R

1

= fe

1

; : : : ; e

l

g, on notera 
j

R

1

le multiensemble f


1

; : : : ; 


l

g o�u 


i

est

la 
on
lusion de l'exp�erien
e e

i

de R

1

, 8i 2 f1; : : : ; lg.

6.3.2. Lemme. Soit e une exp�erien
e de R, R

1

un sous-r�eseau de R et

ej

R

1

= fe

1

; : : : ; e

n

g. Pour toute arête a de R

1

, e(a) = e

1

(a) [ : : : [ e

n

(a).

D�emonstration : Par indu
tion sur la profondeur p dans R des arêtes


on
lusions de R

1

.

Si p = 0, alors ej

R

1

= fe

1

g et par d�e�nition e

1

(a) = e(a) pour toute arête a

de R

1

.

Soit p + 1 la profondeur dans R des arêtes 
on
lusions de R

1

, et soit B la

bô�te de profondeur 0 dans R 
ontenant R

1

: R

1

est sous-r�eseau de R

B

. Si

pour toute arête 
 
on
lusion de B, e(
) = f;g, alors ej

R

1

= ;, 
e qui permet

de 
on
lure dans 
e 
as.
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Autrement, soient �

1

; : : : ; �

k

(k � 1) les k exp�erien
es de R

B

�a partir des-

quelles l'exp�erien
e e est d�e�nie. Par d�e�nition d'exp�erien
e e(a) = �

1

(a) [

: : : [ �

k

(a) pour toute arête a de R

1

, et par d�e�nition de restri
tion d'une

exp�erien
e �a un sous-r�eseau ej

R

1

= �

1

j

R

1

[ : : : [ �

k

j

R

1

, 
.�a.d. que �

1

j

R

1

[

: : : [ �

k

j

R

1

= fe

1

; : : : ; e

n

g. Posons alors 8i 2 f1; : : : ; ng �

i

j

R

1

= f�

1

i

; : : : ; �

l

i

i

g.

En appliquant l'hypoth�ese d'indu
tion au sous-r�eseau R

1

de R

B

, on ob-

tient 8i 2 f1; : : : ; ng �

i

(a) = �

1

i

(a) [ : : : [ �

l

i

i

(a). Don
 e

1

(a) [ : : : [ e

n

(a) =

�

1

1

(a) [ : : : �

l

1

1

(a) [ : : : [ �

1

k

(a) [ : : : [ �

l

k

k

(a) = �

1

(a) [ : : : [ �

k

(a) = e(a). �

6.3.3. Lemme. Soit e une exp�erien
e du r�eseau R (non vide), et a une arête

de R. On a e(a) = ; ssi il existe une bô�te B de R 
ontenant a t.q. si on

appelle 
 la 
on
lusion de la pal de B, alors on a e(
) = fn[;℄g pour un


ertain entier non nul n.

D�emonstration : Soit B la plus petite bô�te 
ontenant a et t.q. si 
 est la


on
lusion de la pal de B, alors e(
) 6= ; (une telle bô�te existe toujours 
ar

R et don
 e n'est pas vide). Par d�e�nition d'exp�erien
e, le seul �el�ement de

e(
) est ;. �

6.3.4. Lemme. Soit a une arête du r�eseau R de profondeur p et e une

exp�erien
e de R. Soient 


1

; : : : ; 


p

de types !C

1

; : : : ; !C

p

les 
on
lusions des p

pal des bô�tes de R 
ontenant a.

Si p � 1 et 8i 2 f1; : : : ; pg la 
ardinalit�e de tous les �el�ements de e(


i

) est

�egale �a n

i

(resp. si p = 0), alors e(a) est un multiensemble de 
ardinalit�e

n

1

� : : : � n

p

(resp. de 
ardinalit�e 1).

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur p.

Si p = 0, alors a est �a profondeur 0 et par d�e�nition d'exp�erien
e e(a) est

un singleton.

Supposons que a soit �a profondeur p + 1 dans R, et soient 


0

; 


1

; : : : ; 


p

de types respe
tifs !C

0

; !C

1

; : : : ; !C

p

les 
on
lusions des p + 1 bô�tes de R


ontenant a. Consid�erons la bô�te B

0

de profondeur 0 dans R 
ontenant a :

soit 


0

(resp. 


0

0

) la 
on
lusion (resp. la pr�emisse) de la pal de B

0

. Il existe

alors n

0

exp�erien
es e

1

; : : : ; e

n

0

de R

B

0

t.q. 8i 2 f1; : : : ; n

0

g, e

i

(


0

0

) = fx

i

g.

Puisque par le lemme 6.3.2 pour tout j 2 f1; : : : ; pg on a e(


j

) = e

1

(


j

) [

: : :[e

n

0

(


j

), notre hypoth�ese permet d'aÆrmer que 8i 2 f1; : : : ; n

0

g tous les

�el�ements de e

i

(


j

) ont 
ardinalit�e n

j

. On peut don
 appliquer l'hypoth�ese

d'indu
tion �a l'arête a de profondeur p du r�eseau R

B

0

et �a toute exp�erien
e e

i

de R

B

0

: 8i 2 f1; : : : ; n

0

g e

i

(a) est un multiensemble de 
ardinalit�e n

1

: : : n

p

si p � 1, et de 
ardinalit�e 1 si p = 0. De e(a) = e

1

(a)[ : : :[e

n

0

(a), on d�eduit
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alors que e(a) est un multiensemble de 
ardinalit�e n

0

�n

1

� : : : �n

p

si p � 1 et

de 
ardinalit�e n

0

si p = 0. �

6.3.5. D

�

efinition. Soit a une arête de type A du r�eseau R et e une

exp�erien
e de R. Soit x 2 e(a) (
.�a.d. que x 2 jAj est une des �etiquettes

asso
i�ee �a a par e). Pour toute o
urren
e de sous-formule C de A, on d�e�nit

le multiensemble \proje
tion multiensembliste de x sur C", que l'on note

jxj

C

, par indu
tion sur la 
omplexit�e de AnC :

- si C = A, alors jxj

C

= fxg

- si E = C 
D ou bien E = C

}

D (resp. E = D 
 C ou bien E = D

}

C)

est une o

urren
e de sous-formule de A, alors jxj

C

= fy 2 jCj : 9z 2 jDj t.q.

(y; z) 2 jxj

E

g (resp. jxj

C

= fy 2 jCj : 9z 2 jDj t.q. (z; y) 2 jxj

E

g)

- si D =?C ou bien D =!C ave
 D o

urren
e de sous-formule de A, alors

jxj

C

= fy 2 jCj : 9z 2 jDj t.q. y 2 z 2 jxj

D

g.

6.3.6. Remarque. (i) Soit e (resp. e

0

) une exp�erien
e du r�eseau R, soit a

une arête de R de type A, C une o

urren
e de sous-formule de D et D une

o

urren
e de sous-fomule de A. Soit x (resp. x

0

) une �etiquette asso
i�ee par

e (resp. e

0

) �a l'arête a. Si jxj

D

= jx

0

j

D

, alors jxj

C

= jx

0

j

C

.

(ii) Soit a une arête de type A du r�eseau R et e une exp�erien
e de R. Soit

x 2 jAj une des �etiquettes asso
i�ee �a a par e. On peut �etendre la d�e�nition

pr�e
�edente au 
as o�u C n'est pas une o

urren
e de sous-formule de A, en

posant dans 
e 
as jxj

C

= ;.

(iii) Ave
 les notations de (ii), si jxj

C

6= ;, alors C est une o

urren
e de

sous-formule de A. Remarquons que la r�e
iproque est fausse : on peut avoir

jxj

C

= ; ave
 C o

urren
e de sous-formule de A.

Dans les �enon
�es et les d�emonstrations du lemme et de la proposition sui-

vants, on notera jAj


oh

la trame de l'espa
e 
oh�erent A, et [R℄


oh

(resp. [R℄

rel

)

la s�emantique 
oh�erente multiensembliste (resp. relationnelle) du r�eseau R.

6.3.7. Lemme. Soit R un r�eseau de 
on
lusion � et sans liens 
oupure, et

soit e

r

une exp�erien
e relationnelle de R de r�esultat 
.

Si 
 2 j

}

�j


oh

, alors il existe une exp�erien
e 
oh�erente (multiensembliste)

e


oh

de R de même r�esultat que e

r

.

D�emonstration : Par indu
tion sur une s�equentialisation �

R

de R.

Il s'agit en fait d'une simple v�eri�
ation. On utilise la d�e�nition de j!Aj


oh

,

et la propri�et�e suivante des espa
es 
oh�erents : si x

0

� x et x 2 A (o�u A est

un espa
e 
oh�erent), alors x

0

2 A.
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Les deux 
as plus 
ompliqu�es sont 
eux o�u la derni�ere r�egle de �

R

est une


ontra
tion ou une r�egle bien sûr. Nous e�e
tuons la v�eri�
ation dans le 
as

o�u la derni�ere r�egle de �

R

est une 
ontra
tion, en laissant l'autre 
as aux

bons soins du le
teur.

Si la derni�ere r�egle de �

R

est une 
ontra
tion d'arit�e k, alors appelons 
 (resp.




1

; : : : ; 


k

) la 
on
lusion (resp. les pr�emisses) du lien 
ontra
tion n asso
i�e �a

la derni�ere r�egle de �

R

. Soit R

0

le sous-r�eseau de R obtenu �a partir de R en

e�a�
ant le lien n et sa 
on
lusion 
. Si ?C est le type de 
 et si � =?C;�

0

,

alors le multiensemble des types des 
on
lusions de R

0

sera ?C; : : : ; ?C;�

0

.

Soit x; 


0

le r�esultat de e

R

, o�u e

R

(
) = fxg. La restri
tion e

R

0

de e

R

�a R

0

est

une exp�erien
e de R

0

de r�esultat x

1

; : : : ; x

k

; 


0

, o�u e

0

R

(


i

) = fx

i

g pour tout

i 2 f1; : : : ; kg, et x = x

1

[ : : : [ x

k

.

Puisque par hypoth�ese 
 2 j

}

�j


oh

, on aura en parti
ulier x = x

1

[: : :[x

k

2

j?Cj


oh

= C

?

, et don
 x

i

2 j?Cj


oh

pour tout i 2 f1; : : : ; kg. On en d�eduit alors

que (x

1

; : : : ; x

k

; 


0

) 2 j?C

}

: : :

}

?C

}

(

}

�

0

)j


oh

, 
e qui permet d'appliquer

�a R

0

l'hypoth�ese d'indu
tion : il existe une exp�erien
e 
oh�erente e

0


oh

de R

0

de r�esultat x

1

; : : : ; x

k

; 


0

. Puisque x 2 j?Cj


oh

, l'appli
ation e


oh

des arêtes

de R obtenue �a partir de e

0


oh

en posant e


oh

(
) = fxg est une exp�erien
e


oh�erente multiensembliste de R de r�esultat 
. �

6.3.8. Remarque. Une fa�
on (informelle) d'exprimer la propri�et�e que le

lemme pr�e
�edent met en �eviden
e est la suivante : au
une des op�erations

d�e�nies dans 6.2.1 sur les �etiquettes des arêtes d'un r�eseau ne peut \
r�eer

de la 
ompatibilit�e". Si (par hasard) pour une arête a de type A du r�eseau

R et pour une exp�erien
e e

r

relationnelle de R, x 2 e

r

(a) est un �el�ement de

jAj


oh

, alors les �etiquettes des arêtes de R qui sont \au-dessus de a" sont,

elles aussi, des �el�ements de la trame de l'espa
e 
oh�erent qui interpr�ete leur

type.

L'�enon
�e de la proposition suivante nous a �et�e sugg�er�e par Thomas Ehrhard.

Fixons une interpr�etation relationnelle et une interpr�etation 
oh�erente des

variables propositionnelles du langage, telles que si X

rel

(resp. X


oh

) est

l'espa
e qui interpr�ete la variable propositionnelle X, alors jX j


oh

= jX j

rel

.

6.3.9. Proposition. Soit R un r�eseau de 
on
lusion �. On a [R℄


oh

=

[R℄

rel

\ j

}

�j


oh

.

D�emonstration : Le th�eor�eme 6.2.6 permet de se restreindre au 
as o�u R

est un r�eseau sans 
oupures.
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Le fait que [R℄


oh

� [R℄

rel

\ j

}

�j


oh

est �evident. R�e
iproquement, soit 
 2

[R℄

rel

le r�esultat de l'exp�erien
e relationnelle e

r

de R. Si 
 2 j

}

�j


oh

, alors

le lemme pr�e
�edent permet d'aÆrmer qu'il existe une exp�erien
e 
oh�erente

(multiensembliste) e


oh

de R de r�esultat 
 : don
 
 2 [R℄


oh

. �

Remarquons qu'il d�e
oule de 
ette derni�ere proposition que si R et R

0

sont

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions, alors de [R℄

rel

= [R

0

℄

rel

on d�eduit

[R℄


oh

= [R

0

℄


oh

. Nous reviendrons sur les 
ons�equen
es de 
ette proposi-

tion dans les remarques 7.1.4 et 10.2.5.
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Chapitre 7

La question de l'inje
tivit�e

L'id�ee la plus naturelle lorsqu'on d�e
ide de 
omparer les relations d'�equivalen
e

(syntaxique et s�emantique) dont il �etait question �a la �n du paragraphe 6.2

du 
hapitre 6, 
'est de 
her
her �a montrer qu'elles 
o��n
ident. Nous verrons

dans 
e 
hapitre que 
'est le 
as pour le fragment multipli
atif de LL. Ce
i

n'�etonnera pas grand monde, et la raison pour laquelle nous �elevons au rang

de th�eor�eme (le 7.3.4) 
e qui n'est pas beau
oup plus qu'une remarque, 
'est

que les petits lemmes dont on a besoin pour le prouver nous indiquent la

voie �a suivre dans le 
as (bien plus 
omplexe) de MELL.

Si pour une 
ertaine s�emantique s et pour un 
ertain ensemble E de r�eseaux,

les relations d'�equivalen
e syntaxique et s�emantique 
o��n
ident, alors nous

dirons que la s�emantique s est inje
tive pour l'ensemble E : deux r�eseaux

sans 
oupures et di��erents auront deux interpr�etations di��erentes dans la

s�emantique s.

Nous noterons MLL l'ensemble des r�eseaux de MELL ne faisant intervenir

que des liens axiome, 
oupure, par et tenseur. Puisque la di��eren
e entre

deux quel
onques parmi les trois s�emantiques suivantes n'est d�ete
table que

en pr�esen
e des exponentielles, l'inje
tivit�e pour MLL sera �etablie pour les

trois : la s�emantique 
oh�erente ensembliste, la s�emantique 
oh�erente mul-

tiensembliste, et la s�emantique relationnelle.

7.1 Position du probl�eme

Pour bien poser le probl�eme de l'inje
tivit�e, il faut faire quelques remarques

pr�ealables.

Tout d'abord il faut pr�e
iser 
e qu'on entend par \interpr�etation" d'un

125
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r�eseau (relativement �a une s�emantique donn�ee) : 
elle-
i est 
ertes d�e�nie (es-

sentiellement) dans [Girard 87℄, mais pas 
ompl�etement, puisqu'elle d�epend

de l'interpr�etation des formules atomiques. Nous dirons que deux r�eseaux de

mêmes 
on
lusions sont s�emantiquement �equivalents lorsqu'ils ont même in-

terpr�etation (dans la s�ematique 
onsid�er�ee), et 
e quelque soit l'interpr�etation

des atomes des types de leurs 
on
lusions (voir d�e�nition 7.1.2).

Venons-en maintenant �a l'�equivalen
e syntaxique. Soit 
 un 
onne
teur bi-

naire de LL, et soit 


?

son dual. Les s�emantiques que nous 
onsid�erons

identi�ent toutes l'axiome de 
on
lusions A
B;A

?




?

B

?

et la preuve 
a-

nonique de A
B;A

?




?

B

?

(�a partir des axiomes de 
on
lusions A;A

?

et

B;B

?

). On se r�ef�ere souvent �a 
ette derni�ere preuve en disant que 
'est

la �-expansion de l'axiome (terminologie que nous h�eritons du �-
al
ul).

Nous n'avons don
 au
un espoir de distinguer deux preuves qui ne di��erent

que par des �-expansions.

De la même fa�
on, il est fa
ile de voir que les s�emantiques 
onsid�er�ees ne

pourront pas \voir" si la 
on
lusion d'un lien a�aiblissement ou 
ontra
tion

est pr�emisse d'un lien pax ou non. Et un a�aiblissement ou une 
ontra
tion

dont la 
on
lusion est pr�emisse d'une 
ontra
tion est aussi \s�emantiquement

invisible".

Pour bien poser le probl�eme, il faut don
 d�e�nir plus pr�e
is�ement les relations

d'�equivalen
e dont on veut montrer l'�egalit�e.

7.1.1. D

�

efinition. Soit R un r�eseau quel
onque de MELL. Nous dirons

que R est standard lorsque :

- R est sans 
oupures

- toute 
on
lusion d'un lien axiome de R est de type atomique

- si a est 
on
lusion d'un lien ?w ou ?
o de R, alors a n'est pas pr�emisse

d'un lien pax ni d'un lien ?
o.

Il est bien �evident qu'en e�e
tuant les �-expansions n�e
essaires, en e�a�
ant

les liens qu'il faut, et en d�epla�
ant (quand 
'est possible) les liens ?w et ?
o

\hors des bô�tes", on peut asso
ier �a tout r�eseau sans 
oupures de MELL

un unique r�eseau standard.

Remarquons au passage que (�-expansions mises �a part), un r�eseau standard

n'est autre qu'un r�eseau de la \nouvelle syntaxe" d�e�nie par V. Danos et L.

Regnier (par exemple dans [Regnier 92℄).

Nous utilisons dans la d�e�nition suivante la 
on
uen
e des r�eseaux deMELL

d�emontr�ee dans [Danos 90℄.
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7.1.2. D

�

efinition. Soient R et R

0

deux r�eseaux de MELL de même


on
lusion, soit s une s�emantique de MELL, et notons [T ℄

s

l'�el�ement de

}

� asso
i�e par la s�emantique s au r�eseau T de 
on
lusion �.

Soit R

0

(resp. R

0

0

) l'unique r�eseau standard asso
i�e �a l'unique forme normale

de R (resp. R

0

).

Nous dirons que R et R

0

sont s�emantiquement �equivalents lorsque [R℄

s

=

[R

0

℄

s

(pour toute interpr�etation des atomes des types des 
on
lusions de R).

Nous �e
rirons simplement [R℄

s

= [R

0

℄

s

(ou [R℄ = [R

0

℄ lorsqu'il n'y aura pas

d'ambiguit�e).

Nous dirons que R et R

0

sont syntaxiquement �equivalents ou bien ��-

�equivalents lorsque R

0

= R

0

0

. On �e
rira alors R '

��

R

0

.

Nous sommes maintenant en mesure de formuler notre

7.1.3 Conje
ture :

Soient R et R

0

deux r�eseaux de MELL de même 
on
lusion, soit s la

s�emantique 
oh�erente ensembliste, ou bien la s�emantique 
oh�erente mul-

tiensembliste, ou en
ore la s�emantique relationnelle de MELL.

[R℄

s

= [R

0

℄

s

ssi R '

��

R

0

.

Autrement dit : la s�emantique s est inje
tive.

Remarquons qu'une des deux dire
tions est 
ons�equen
e imm�ediate des

th�eor�emes d�ej�a �enon
�es : si R '

��

R

0

, alors [R℄

s

= [R

0

℄

s

.

7.1.4. Remarque. La proposition 6.3.9 implique que lorsque [R℄

rel

=

[R

0

℄

rel

on a aussi [R℄


oh

= [R

0

℄


oh

. Il en d�e
oule que pour tout fragment F

de LL, si la s�emantique 
oh�erente est inje
tive pour F , alors la s�emantique

relationnelle l'est aussi.

Convention :

Dor�enavant, tous les r�eseaux seront des r�eseaux standard de MELL. Ce
i

restera vrai dans tous les 
hapitres qui suivent, sauf (bien sûr) mention

expli
ite du 
ontraire.

La 
onje
ture 
i-dessus peut alors se reformuler de la fa�
on suivante :

\SoientR et R

0

deux r�eseaux de même 
on
lusion. SiR et R

0

sont s�emantiquement

�equivalents, alors R = R

0

."
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7.2 Sous-graphes d'un r�eseau

Nous introduisons une terminologie dont on se servira dans la suite, et sur-

tout dans les 
hapitres �a venir.

7.2.1. D

�

efinition. A tout r�eseau R sont naturellement asso
i�es les graphes

suivants :

- la stru
ture de preuve ouverte, not�ee SPO(R), obtenue �a partir de R en

e�a�
ant tous les liens axiomes de R

- la stru
ture de preuve lin�eaire (resp. la stru
ture de preuve lin�eaire ou-

verte), not�ee SPL(R) (resp. not�ee SPLO(R)

1

), obtenue �a partir de R (resp.

de SPO(R)) en e�a�
ant toutes les 
onnexions entre les di��erentes portes

d'une même bô�te

- la stru
ture de preuve partielle (resp. la stru
ture de preuve partielle ou-

verte), not�ee SPP (R) (resp. not�ee SPPO(R)) obtenue �a partir de SPL(R)

(resp. SPLO(R)) en e�a�
ant tous les liens pax (les portes auxiliaires des

bô�tes exponentielles) ainsi que leurs 
on
lusions.

7.2.2. Remarque. (i) Soit a une arête du r�eseau R 
on
lusion d'un lien

porte auxiliaire ou der�eli
tion m. Puisque la 
on
lusion de tout lien 
ontra
-

tion ou a�aiblissement n'est pas a
tive dans un lien porte auxiliaire (et

puisque les 
on
lusions de tout lien axiome de R sont atomiques), il existe

un unique lien der�eli
tion n de 
on
lusion l'arête a

0

de R et tel que le 
hemin

issu de a

0

et ayant 
omme arête terminale une des 
on
lusions de R, traverse

a apr�es avoir travers�e un 
ertain nombre de liens porte auxiliaire. On dira

que n est le lien der�eli
tion \au-dessus" de a ou bien \au-dessus" de

m. (On peut bien-sûr avoir n = m).

(ii) Soit a (resp. a

1

; : : : ; a

k

) la 
on
lusion (resp. les pr�emisses) d'un lien


ontra
tion m d'arit�e k. La position des r�egles stru
turelles dans un r�eseau

standard permet d'aÆrmer que les arêtes a

1

; : : : ; a

k

sont 
on
lusions de liens

der�eli
tion ou pax. (i) permet alors d'asso
ier au lien m k liens der�eli
tion

n

1

; : : : ; n

k

(o�u n

i

est la der�eli
tion au-dessus de a

i

) que l'on appellera les k

liens der�eli
tion au-dessus de m.

La d�e�nition de graphe d'une arête dans un r�eseau qui suit peut être donn�ee

pour tous les r�eseaux de LL propositionnelle (pas for
�ement standard).

1

�a ne pas 
onfondre ave
 S.P.Q.R., s'il vous plâ�t
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7.2.3. D

�

efinition. Soit R un pr�er�eseau et a une arête de R. Soit k

a

la


ardinalit�e de l'ensemble fn : n lien de R t.q. il existe �

n

a


hemin dire
t de

R issu d'un lien axiome ou a�aiblissement 
ontenant n et de 
on
lusion ag.

Le graphe de a dans R, not�e G

R

a

ou G

a

si il n'y a pas d'ambiguit�e, est un

graphe (plus pr�e
is�ement un arbre) orient�e qu'on d�e�nit par indu
tion sur

k

a

:

- si k

a

= 1, alors a est une arête 
on
lusion d'un lien axiome ou a�aiblisse-

ment (
e sont les seuls liens sans pr�emisses) de R, et G

R

a

est le graphe sans

liens 
onstitu�e de la seule arête a. On �e
rira G

R

a

= fag.

Autrement, soit n le lien de R dont a est 
on
lusion :

- si n est un lien ave
 deux pr�emisses et une 
on
lusion (
.�a.d. si n = 
;

}

;&; 
oad), alors soient a

1

la pr�emisse gau
he et a

2

la pr�emisse droite de n

dans R. On a k

a

1

< k

a

et k

a

2

< k

a

. G

R

a

est le graphe obtenu en 
onne
tant

les deux graphes G

R

a

1

et G

R

a

2

par le lien n de pr�emisse gau
he a

1

, de pr�emisse

droite a

2

, et de 
on
lusion a. On �e
rira G

R

a

= G

R

a

1

[G

R

a

2

[ fng [ fag.

- si n est un lien ave
 une pr�emisse et une 
on
lusion (
.�a.d. si n =!; ?de; pax;�),

alors soit a

0

la pr�emisse de n. On a k

a

0

< k

a

. G

R

a

est le graphe obtenu �a partir

de G

R

a

0

en rajoutant le lien n de pr�emisse a

0

et de 
on
lusion a. On �e
rira

G

R

a

= G

R

a

0

[ fng [ fag.

- si n est un lien ?
o �a h � 2 pr�emisses, alors soient (de gau
he �a droite)

a

1

; : : : ; a

h

les pr�emisses de n dans R. On a k

a

i

< k

a

(pour i 2 f1; : : : ; hg).

G

R

a

est le graphe obtenu en 
onne
tant les h graphes G

R

a

1

; : : : ; G

R

a

h

par le lien

n de pr�emisses (de gau
he �a droite) a

1

; : : : ; a

h

, et de 
on
lusion a.

Le graphe partiel de a dans R (not�e GP

R

a

) est obtenu �a partir de G

R

a

en

e�a�
ant tous les liens pax ainsi que leurs 
on
lusions.

7.2.4. Remarque. (et D�e�nition). (i) Les graphes G

R

a

et GP

R

a

que nous

venons de d�e�nir sont des arbres orient�es. Mais de même qu'un r�eseau est

d�e�ni �a l'ordre des pr�emisses des liens ?
o pr�es, (
.�a.d. que 
'est en fait

une 
lasse d'�equivalen
e de graphes) nous allons 
onsid�erer 
omme �etant

�equivalents deux arbres G

R

a

ou GP

R

a

qui ne di��erent que par l'ordre des

pr�emisses des 
ontra
tions.

Plus pr�e
is�ement, si 
 est une arête d'un arbre G

R

a

ou GP

R

a

qui est 
on
lusion

d'un lien 
ontra
tion ayant parmi ses pr�emisses a

1

et a

2

, alors nous dirons

que l'arbre obtenu en permutant les deux sous-abres de 
on
lusions a

1

et

a

2

est �equivalent �a G

R

a

ou GP

R

a

. On notera toujours G

R

a

et GP

R

a

la 
lasse

d'�equivalen
e des arbres G

R

a

et GP

R

a

.

(ii) Si a est une arête du r�eseau R et si e est une exp�erien
e de R, on notera

ej

G

R

a

la restri
tion de e aux arêtes de G

R

a

. Attention ! Si a

0

est une arête du
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r�eseau R

0

et si e

0

est une exp�erien
e de R

0

, on �e
rira ej

G

R

a

= e

0

j

G

R

0

a

0

lorsque

il existe un arbre A (resp. A

0

) de la 
lasse d'�equivalen
e G

R

a

(resp. G

R

0

a

0

)

tels que ej

A

= e

0

j

A

0

. Nous utiliserons la même 
onvention pour les graphes

partiels.

7.2.5. Remarque. (i) Soit R un r�eseau, a

1

une arête de R 
on
lusion du

lien pax n et a

2

l'arête de R 
on
lusion du lien der�eli
tion au-dessus de n.

On a alors GP

R

a

1

= GP

R

a

2

.

(ii) Soit R un r�eseau, a une arête de type A de R et 
 une arête de type C

de G

R

a

(resp. GP

R

a

). Alors C est une o

urren
e de sous-formule de A.

(iii) Soit R un r�eseau, a et 
 deux arêtes de R. Si a 2 G

R




alors G

R

a

est un

sous-graphe de G

R




.

(iv) Soit R un r�eseau, a

1

; : : : a

n

les arêtes 
on
lusions de R. SPLO(R) (resp.

SPPO(R)) n'est autre que la juxtaposition des graphes (resp. des graphes

partiels) G

R

a

1

; : : : ; G

R

a

n

(resp. GP

R

a

1

; : : : ; GP

R

a

n

).

(v) Soient a et a

0

deux arêtes du r�eseau R. G

a

\G

a

0

= ; si et seulement si

a =2 G

a

0

et a

0

=2 G

a

. Il en est de même pour les graphes partiels.

7.3 L'inje
tivit�e pour MLL

Remarquons que toute exp�erien
e d'un r�eseau R de MLL asso
ie �a toute

arête une unique �etiquette : dans le 
as multipli
atif, une exp�erien
e de R

est un �etiquetage des arêtes de R.

Par ailleurs, si R est un r�eseau de MLL, alors SPO(R) = SPLO(R) =

SPPO(R).

Le lemme suivant est une simple remarque : si on 
onnâ�t le type de toutes

les 
on
lusions du r�eseau R deMLL, alors on peut re
onstruire R \aux liens

axiome pr�es".

7.3.1. Lemme. Si R et R

0

sont deux r�eseaux de même 
on
lusion de MLL,

alors SPO(R) = SPO(R

0

).

D�emonstration : Evidente. �

Le lemme pr�e
�edent met bien au 
lair que la seule information que nous

devons extraire de l'interpr�etation d'un r�eseau R de MLL pour pouvoir

aÆrmer que la s�emantique est inje
tive, 
'est l'ensemble des 
ouples d'arêtes

de type atomique de R qui sont 
on
lusion des liens axiome de R.
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7.3.2. Lemme. Soit R (resp. R

0

) un r�eseau de MLL de 
on
lusion �, et

soit e (resp. e

0

) une exp�erien
e de R (resp. R

0

) de 
on
lusion 
 (resp. 


0

). Si


 = 


0

, alors (SPO(R) = SPO(R

0

) et) ej

SPO(R)

= e

0

j

SPO(R

0

)

.

D�emonstration : Presque aussi �evidente que 
elle du lemme pr�e
�edent.

Si x est l'unique �etiquette qu'une exp�erien
e � d'un r�eseau T deMLL asso
ie

�a une arête quel
onque 
, alors il existe une unique fa�
on d'�etiqueter les

arêtes de G

T




de telle sorte que l'�etiquette de 
 soit x. En d'autres termes :

�j

G

T




est univoquement d�etermin�e par �(
).

Soit alors a une 
on
lusion de R et soit a

0

la 
on
lusion de R

0


orrespondante

(voir remarque 6.2.2). De e(a) = e

0

(a

0

) on d�eduit alors ej

G

R

a

= e

0

j

G

R

0

a

0

, et don


ej

SPO(R)

= e

0

j

SPO(R

0

)

. �

Voi
i venu le seul endroit qui re
qui�ere une (toute petite) dose d'ing�eniosit�e.

Il faut trouver l'exp�erien
e appropri�ee qui permette de \refermer" les liens

axiome. Nous introduisons pour 
ela la notion de \exp�erien
e inje
tive", que

nous g�en�eraliserons �a MELL tout entier dans la suite.

7.3.3. D

�

efinition. Soit R un r�eseau de MLL et e une exp�erien
e de R.

Nous dirons que e est une exp�erien
e inje
tive lorsque 8a; a

0

arêtes de

même type atomique de R telles que a 6= a

0

, on a e(a) 6= e(a

0

).

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le \th�eor�eme" d'inje
tivit�e

pour MLL.

7.3.4. Th

�

eor

�

eme. (Inje
tivit�e pour MLL). Soient R et R

0

deux r�eseaux

de même 
on
lusion. Si [R℄ = [R

0

℄, alors R = R

0

.

D�emonstration : Soit e une exp�erien
e inje
tive de R de 
on
lusion 
.

Remarquons qu'une telle exp�erien
e existe toujours, par
e qu' il n'y a au-


une 
ontrainte sur les �etiquettes des arêtes d'un r�eseau standard de MLL :

il n'y au
un lien 
oupure (et 
e
i serait d�ej�a suÆsant pour la s�emantique

relationnelle), au
un lien ?
o et au
un lien pax.

Puisque [R℄ = [R

0

℄, il existe une exp�erien
e e

0

de R

0

de 
on
lusion 
. Par

le lemme 7.3.2, on a alors (SPO(R) = SPO(R

0

) et) ej

SPO(R)

= e

0

j

SPO(R

0

)

.

Puisque e est inje
tive, pour toute arête atomique a

1

de SPO(R) = SPO(R

0

)

de type X, il existe une unique arête a

2

de SPO(R) = SPO(R

0

) de type

X

?

telle que e(a

1

) = e

0

(a

1

) = e(a

2

) = e

0

(a

2

). Don
 R = R

0

. �
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7.3.5. Remarque. La d�emonstration 
i-dessus met en �eviden
e le ph�enom�ene

suivant : toute exp�erien
e inje
tive d'un r�eseau deMLL permet, �a elle seule,

de re
onstituer enti�erement le r�eseau. Ce qui peut 
onduire �a se poser la

question suivante : \�a quoi servent les autres exp�erien
es ?"

Il ne faut pas oublier que la s�emantique denotationnelle ne fournit pas une

repr�esentation statique d'une preuve � donn�ee : elle rend 
ompte surtout

de toutes les intera
tions possibles de � ave
 les autres d�emonstrations. Re-

marquons �a 
e propos que l'interpr�etation d'un r�eseau par l'ensemble des

r�esultats de toutes ses exp�erien
es inje
tives n'est pas 
orre
te : elle ne four-

nit pas un invariant de l'�elimination des 
oupures (penser tout simplement

�a deux axiomes de même 
on
lusion 
oup�es entre eux).



Chapitre 8

Les exp�erien
es

obsessionnelles

Pour prouver la 
onje
ture 7.1.3, la premi�ere id�ee est 
elle d'appliquer exa
te-

ment la même m�ethode qu'on a appliqu�ee pour d�emontrer le th�eor�eme 7.3.4,


.�a.d. (essentiellement) d�emontrer l'analogue du lemme 7.3.2 et g�en�eraliser

aux r�eseaux de MELL la notion d'exp�erien
e inje
tive.

Mais on se heurte imm�ediatement �a une diÆ
ult�e majeure : le type A d'une


on
lusion a d'un r�eseau R de MELL est loin d'être suÆsant pour nous

permettre de re
onstituer le graphe G

R

a

(�a 
ause de la pr�esen
e des liens ?
o

et pax, dont les pr�emisses et la 
on
lusion ont toutes le même type). Bien

pire, supposons qu'on 
onnaisse les �etiquettes que toutes les exp�erien
es de

R asso
ient �a une arête a donn�ee qui est 
on
lusion d'un lien n, supposons

que 
ela nous suÆse pour \deviner" quel est 
e lien n (il faut bien l'esp�erer !),

et supposons en�n qu'on d�e
ouvre que le lien n en question est un lien ?
o

d'arit�e k : 
omment \deviner" pour une �etiquette donn�ee de a la distribution

des �etiquettes sur les k pr�emisses de n ?

Notre id�ee fut 
elle de 
her
her, parmi toutes les exp�erien
es d'un r�eseau, des

exp�erien
es suÆsament r�eguli�eres, et de prouver pour 
es exp�erien
es l'ana-

logue du lemme 7.3.2. Les exp�erien
es obsessionnelles jouent pr�e
is�ement 
e

rôle : 
'est 
e que montre le 
orollaire 8.3.9 (et dans une moindre mesure le


orollaire 8.2.3).

8.1 D�e�nition et propri�et�es

8.1.1. D

�

efinition. (n-exp�erien
e obsessionnelle) Soit R un r�eseau, e

une exp�erien
e de R, et n � 1 un entier. On dira que e est une n-exp�erien
e

133
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obsessionnelle de R ssi

(1) pour toute arête a de R de type atomique X, pour tout x; y 2 jX j, si

x 2 e(a) et y 2 e(a), alors x = y

(2) pour toute arête 
 de type !C de R, e(
) 6= ; et pour tout y 2 e(
),


ard(y) = n.

L'entier n est aussi appel�e le degr�e d'obsessionalit�e de e.

Lorsque n = 1 nous dirons tout simplement que e est une 1-exp�erien
e.

8.1.2. Remarque. (i) Soit e une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau R et

a une arête de R de type atomique et de profondeur p

a

dans R. e satisfait les

hypoth�eses du lemme 6.3.4 ave
 8i 2 f1; : : : ; p

a

g n

i

= n. On en d�eduit don


que e(a) est un multiensemble de 
ardinalit�e n

p

a

, 
ontenant n

p

a

o

urren
es

du même �el�ement de jX j.

(ii) Dans la 
as des 1-exp�erien
es, les 
onditions (1) et (2) de la d�e�nition


i-dessus sont �equivalentes �a la seule 
ondition (2).

(iii) Pour 
omprendre 
e qu'est une n-exp�erien
e obsessionnelle, il 
onvient

peut-être de se repr�esenter les 
hoses de la fa�
on suivante : prenons 
omme

point de d�epart les sous-r�eseaux ne 
ontenant au
une bô�te, et 
onsid�erons

une exp�erien
e quel
onque de 
ha
un de 
es sous-r�eseaux. Tant qu'on ne

ren
ontre au
une porte de bô�te, la propagation des �etiquettes du haut vers

le bas est totalement d�eterministe. Lorsqu'on ren
ontre une porte de bô�te

on s'arrête, et on attend les 
opains (
.�a.d. qu'on attend que les pr�emisses

de toutes les portes de la bô�te aient une �etiquette). Lorsque tout le monde

est arriv�e, on a une exp�erien
e e pour le 
ontenu R

B

de 
haque bô�te B

ne 
ontenant au
une autre bô�te. On prend alors n 
opies de la même

exp�erien
e e : on obtient une exp�erien
e de B (la 
ondition sur les �etiquettes

des arêtes 
on
lusions des liens pax et pal �etant for
�ement satisfaite dans le


as 
oh�erent). On re
ommen
e. Le lemme 8.1.4 montre bien que la d�e�nition

qui pr�e
�ede est �equivalente au pro
essus informel que nous venons de d�e
rire.

Le le
teur aura 
ertainement 
ompris �a pr�esent la terminologie 
hoisie pour


e type d'exp�erien
e.

8.1.3. Lemme. Soit e une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau R et R

1

un sous-r�eseau de R. Si ej

R

1

= fe

1

; : : : ; e

l

g, alors 8i 2 f1; : : : ; lg e

i

est une

n-exp�erien
e obsessionnelle de R

1

.

D�emonstration : Cons�equen
e dire
te du lemme 6.3.2 : pour toute arête

a de R

1

e(a) = e

1

(a) [ : : : [ e

l

(a), don
 si e

i

n'est pas une n-exp�erien
e

obsessionnelle de R

1

alors e n'est pas une n-exp�erien
e obsessionnelle de R.
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Plus formellement, supposons par absurde qu'il existe j 2 f1; : : : ; lg t.q. e

j

n'est pas une n-exp�erien
e obsessionnelle de R

1

.

Si e

j

ne v�eri�e pas la 
ondition (2) de la d�e�nition de n-exp�erien
e obses-

sionnelle, alors il existe une arête 
 de type !C de R

1

t.q. une des deux


onditions suivantes est satisfaite :

(i) e

j

(
) = ;

(ii) il existe y 2 e

j

(
) t.q. 
ard(y) 6= n

Dans le 
as (i) il existe for
�ement une arête d de R

1

de type !D t.q. ; 2 e

j

(d).

Mais alors par le lemme 6.3.2 ; 2 e(d), 
e qui est 
ontraire �a la d�e�nition de

n-exp�erien
e obsessionnelle.

Dans le 
as (ii), par le lemme 6.3.2, y 2 e

j

(
) � e(
), 
e qui est 
ontraire �a

la d�e�nition de n-exp�erien
e obsessionnelle.

e

j

v�eri�e don
 la 
ondition (2) de la d�e�nition de n-exp�erien
e obsessionnelle.

Soit a une arête atomique de type X de R

1

. Toujours par le lemme 6.3.2, si

il existe �

1

; �

2

2 jX j t.q. �

1

6= �

2

et �

1

; �

2

2 e

j

(a), alors �

1

; �

2

2 e(a) et e

n'est pas une n-exp�erien
e obsessionnelle. �

8.1.4. Lemme. Soient e et e

0

deux n-exp�erien
es obsessionnelles du r�eseau

R. Si pour toute arête a de type atomique de R e(a) = e

0

(a), alors e = e

0

.

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur R.

Si R est un axiome, alors 
'est un axiome atomique et le r�esultat est trivial.

Autrement, supposons tout d'abord que R soit une bô�te B ave
 
omme


on
lusion (resp. pr�emisse) de sa pal l'arête 
 (resp. l'arête d) et 
omme


on
lusions (resp. pr�emisses) de ses pax les arêtes 


1

; : : : ; 


k

(resp. d

1

; : : : ; d

k

).

Soit R

1

le plus grand sous-r�eseau de R 
ontenu dans B, et soient e

1

; : : : ; e

n

(resp. e

0

1

; : : : ; e

0

n

) les n exp�erien
es de R

1

telles que ej

R

1

= fe

1

; : : : ; e

n

g (resp.

e

0

j

R

1

= fe

0

1

; : : : ; e

0

n

g). 8i 2 f1; : : : ; ng e

i

(resp. e

0

i

) est une n-exp�erien
e ob-

sessionnelle de R

1

par le lemme 8.1.3. Pour toute arête atomique a de type

X et de profondeur p dans R

1

(don
 de profondeur p + 1 dans R), on a

e(a) = e

1

(a) [ : : : [ e

n

(a) (resp. e

0

(a) = e

0

1

(a) [ : : : [ e

0

n

(a)) o�u e(a) (resp.

e

0

(a)) est un multiensemble de 
ardinalit�e n

p+1


ontenant n

p+1

o

urren
es

de x 2 jX j (resp. x

0

2 jX j) et 8i 2 f1; : : : ; ng e

i

(a) (resp. e

0

i

(a)) est un

multiensemble de 
ardinalit�e n

p


ontenant n

p

o

urren
es de x

i

2 jX j (resp.

de x

0

i

2 jX j). Don
 x

1

= : : : = x

n

= x (resp. x

0

1

= : : : = x

0

n

= x

0

).

Mais par hypoth�ese e(a) = e

0

(a), don
 x = x

0

et e

1

(a) = : : : = e

n

(a) =

e

0

1

(a) = : : : = e

0

n

(a). Par hypoth�ese de r�e
urren
e e

1

= : : : = e

n

= e

0

1

=

: : : = e

0

n

. Par d�e�nition d'exp�erien
e on a e(
) = ffy

1

; : : : ; y

n

gg (resp.

e

0

(
) = ffy

0

1

; : : : ; y

0

n

gg), ave
 fy

i

g = e

i

(d) = e

0

i

(d) = fy

0

i

g 8i 2 f1; : : : ; ng, et
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8j 2 f1; : : : ; kg e(


j

) = fz

j

1

[ : : : [ z

j

n

g (resp. e

0

(


j

) = fz

0j

1

[ : : : [ z

0j

n

g), ave


fz

j

i

g = e

i

(d

j

) = e

0

i

(d

j

) = fz

0j

i

g 8i 2 f1; : : : ; ng. Don
 e = e

0

.

Si R n'est pas une bô�te, soit n un dernier lien de R qui n'est pas porte

d'une bô�te. n est un lien a�aiblissement, 
ontra
tion, der�eli
tion, ou bien

un lien logique

}

ou 
.

Si n 6= 
, alors soit R

1

le sous-r�eseau de R obtenu en �eliminant le lien

terminal n ainsi que sa 
on
lusion. On aura ej

R

1

= fe

1

g (resp. e

0

j

R

1

= fe

0

1

g),

et pour toute arête a de type atomique de R

1

(don
 de R) e

1

(a) = e

0

1

(a).

Par hypoth�ese de r�e
urren
e e

1

= e

0

1

, et don
 e = e

0

.

Si tous les derniers liens de R qui ne sont pas des portes de bô�tes sont des

liens 
, alors il existe parmi eux un lien n qui est \s
indant" (on utilise

i
i le th�eor�eme du 
 s
indant de [Girard 87℄) : en e�a�
ant le lien n et sa


on
lusion, on obtient un graphe qui est l'union disjointe de deux sous-

r�eseaux R

1

et R

2

de R. Pour le lien n en question, on aura ej

R

1

= fe

1

g et

ej

R

2

= fe

2

g (resp. e

0

j

R

1

= fe

0

1

g et e

0

j

R

2

= fe

0

2

g), et pour toute arête a de type

atomique de R

1

(resp. de R

2

), don
 de R, e

1

(a) = e

0

1

(a) (resp. e

2

(a) = e

0

2

(a)).

Par hypoth�ese de r�e
urren
e on en d�eduira e

1

= e

0

1

et e

2

= e

0

2

, et don
 e = e

0

.

�

8.1.5. Remarque. Le lemme pr�e
�edent est faux si on omet l'hypoth�ese

d'obsessionalit�e pour e et e

0

: 
onsid�erons le r�eseau obtenu �a partir d'un

axiome de 
on
lusion l'arête a

1

de type atomique X et l'arête a

2

de type X

?

,

en rajoutant 
e qu'il faut (
.�a.d. deux liens !, un lien ?de et deux liens pax,

tous ave
 leurs 
on
lusions) pour obtenir le r�eseau R de 
on
lusion !!X; ?X

?

.

Les arêtes a

1

et a

2

sont 
ontenues dans deux bô�tes : appelons B

1

la plus

petite et B

2

la plus grande. Soit e l'exp�erien
e du sous-r�eseau de R 
onstitu�e

par le seul lien axiome (et ses 
on
lusions) telle que e(a

1

) = e(a

2

) = x 2 jX j.

Soit e

1

(resp. e

2

) l'exp�erien
e de R obtenue �a partir de e en prenant 2 (resp.

4) 
opies de e pour sortir de B

1

et 8 (resp. 4) 
opies de l'exp�erien
e ainsi

obtenue pour sortir de B

2

. Puisque 4�4 = 2�8, on aura bien e

1

(a

1

) = e

2

(a

1

)

et e

1

(a

2

) = e

2

(a

2

), et pourtant e

1

6= e

2

.

8.1.6. Proposition. Soit e une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau R

0

et R un sous-r�eseau de R

0

. Si la profondeur des 
on
lusions de R dans R

0

est p, alors ej

R

= fe

1

; : : : ; e

n

p

g, o�u e

1

= : : : = e

n

p

est une n-exp�erien
e

obsessionnelle de R.

En parti
ulier, pour toute arête a de type A de R

0

de profondeur p, e(a)

est un multiensemble de 
ardinalit�e n

p


ontenant n

p

o

urren
es du même

�el�ement de jAj.
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D�emonstration : Remarquons tout d'abord que la deuxi�eme partie de la

proposition est 
ons�equen
e imm�ediate de la premi�ere : on prendra R sous-

r�eseau de R

0

ayant a parmi ses 
on
lusions et on utilisera l'�egalit�e e(a) =

e

1

(a) [ : : : [ e

n

p

(a) (que fournit le lemme 6.3.2).

Pour prouver la premi�ere partie de la proposition, pro
�edons par indu
tion

sur p.

Si p = 0, alors ej

R

= fe

1

g, et le r�esultat est �evident.

Si les 
on
lusions de R sont �a profondeur p+1 dans R

0

, alors soit B la bô�te

de profondeur 0 de R

0


ontenant R. Soient e

1

; : : : e

n

les n exp�erien
es de

R

B

telles que ej

R

B

= fe

1

; : : : ; e

n

g. On sait que 8i 2 f1; : : : ; ng e

i

est une n-

exp�erien
e obsessionnelle de R

B

(lemme 8.1.3) . Par hypoth�ese de r�e
urren
e

8i 2 f1; : : : ; ng, e

i

j

R

= fe

1

i

; : : : ; e

n

p

i

g, ave
 e

1

i

= : : : = e

n

p

i

n-exp�erien
e

obsessionnelle de R. Par ailleurs, ej

R

= e

1

j

R

[ : : : [ e

n

j

R

(d�e�nition 6.3.1).

Pour 
on
lure, il suÆra don
 de prouver que e

1

= : : : = e

n

.

Pour toute arête a de type atomique de R (don
 de R

0

), e(a) = e

1

(a) [

: : : [ e

n

(a) et (par la remarque suivant la d�e�nition de n-exp�erien
e obses-

sionnelle) e(a) est un multiensemble de 
ardinalit�e n

p+1

, 
ontenant n

p+1

o

urren
es de x 2 jX j. Mais 8i 2 f1; : : : ; ng e

i

(a) est un multiensemble

de 
ardinalit�e n

p

, 
ontenant n

p

o

urren
es de x

i

2 jX j. Par 
ons�equent

x

1

= : : : = x

n

= x.

8i; j 2 f1; : : : ; ng, e

i

et e

j

sont don
 deux n-exp�erien
es obsessionnelles de

R telles que pour toute arête a de type atomique de R, e

i

(a) = e

j

(a). Par

le lemme 8.1.4, on en d�eduit bien que e

1

= : : : = e

n

. �

8.1.7. Remarque. (i) Soit e une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau

R, 
 une arête de type !C de R et 


0

la pr�emisse du lien pal dont 
 est


on
lusion. Soit y l'unique �el�ement de e(
). Par d�e�nition d'exp�erien
e il

existe z

1

; : : : ; z

n

2 e(


0

) t.q. y = fz

1

; : : : ; z

n

g. Mais puisque (toujours par la

proposition pr�e
�edente) e(


0

) 
ontient un unique �el�ement z 2 jCj, on aura

z

1

= : : : = z

n

= z.

(ii) Soit e (resp. e

0

) une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau R (resp. du

r�eseau R

0

) et soit a (resp. a

0

) une arête de profondeur p dans R (resp. de

profondeur p

0

dans R

0

). La proposition pr�e
�edente permet d'aÆrmer que si

l'unique �el�ement de e(a) est �egal �a l'unique �el�ement de e

0

(a

0

) et si p = p

0

,

alors e(a) = e

0

(a

0

).

8.1.8. Remarque. Cette remarque ne 
on
erne que la s�emantique 
oh�erente.

SoitR un r�eseau sans liens ?
o. Si on asso
ie �a toute arête de type atomique �

un �el�ement x

�

de la trame de l'espa
e 
oh�erent A, alors il existe une (unique)
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n-exp�erien
e obsessionnelle e

n

de R t.q. l'unique �el�ement de e

n

(�) est x

�

(pour toute arête � de type atomique). L'obsessionalit�e de e

n

nous garantit

que les 
onditions de 
ompatibilit�e re
quises par la d�e�nition 6.2.1 lors du

passage dans les liens pax et pal sont satisfaites d'oÆ
e. Remarquons que 
e

n'est pas le 
as pour le passage dans les liens ?
o, et nous en dis
uterons de

fa�
on d�etaill�ee dans le 
hapitre 13.

8.2 Re
onstru
tion des graphes partiels

Convention : A toute arête a de R de type A, une exp�erien
e e asso
ie

le multiensemble e(a) des �el�ements de jAj qui sont �etiquettes de a. Dans le


as parti
ulier o�u e est une 1-exp�erien
e, le le
teur n'aura pas de mal �a se


onvain
re que pour toute arête a de R e(a) est un singleton. On utilisera

la notation e(a) tant pour indiquer le multiensemble e(a) que pour indi-

quer l'unique �el�ement qu'il 
ontient (
.�a.d. l'unique �etiquette asso
i�ee par

l'exp�erien
e e �a l'arête a) : 
'est un peu abusif, mais beau
oup moins lourd.

On dira aussi qu'une 1-exp�erien
e e d'un r�eseau R est une exp�erien
e pax-

invisible, puisque si a (resp. a

0

) est la pr�emisse (resp. la 
on
lusion) d'un

lien porte auxiliaire de R, alors e(a) = e(a

0

).

8.2.1. Lemme. Soit R un r�eseau, e une exp�erien
e pax-invisible de R et a

une arête de R de type ?A.

(i) a est 
on
lusion d'un lien a�aiblissement ssi e(a) = ;

(ii) a est 
on
lusion d'un lien der�eli
tion ou porte auxiliaire ssi e(a) est un

singleton

(iii) a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k (k � 2) ssi e(a) est un

�el�ement de j?Aj de 
ardinalit�e k.

D�emonstration :

(i.1) Si a est 
on
lusion d'un lien a�aiblissement, alors par d�e�nition d'exp�erien
e

e(a) = ;.

(ii.1) Soit a 
on
lusion d'un lien der�eli
tion ou porte auxiliaire n de R, et

soit m le lien der�eli
tion de R au-dessus de n (si n est un lien der�eli
tion,

on prendra m = n). Soit a

1

(resp. a

2

) la pr�emisse (resp. la 
on
lusion) de

m. Puisque e est une exp�erien
e pax-invisible, e(a) = e(a

2

). Or, e(a

2

) =

fe(a

1

)g est un singleton par d�e�nition d'exp�erien
e.

(i.2) Supposons que e(a) = ;. Si a �etait 
on
lusion d'un lien porte auxiliaire

ou der�eli
tion, alors par (ii:1) e(a) serait un singleton. Si a �etait 
on
lusion

d'un lien 
ontra
tion n d'arit�e k � 2, alors par le 
hoix 
anonique de
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l'empla
ement des r�egles stru
turelles les pr�emisses de n seraient toutes

des 
on
lusions de liens der�eli
tion ou porte auxiliaire, et don
 toujours

par (ii:1) l'�etiquette asso
i�ee par e �a 
ha
une de 
es pr�emisses serait un

singleton. Mais alors e(a) serait un �el�ement de j?Aj de 
ardinalit�e k � 2.

Don
 a est for
�ement 
on
lusion d'un lien a�aiblissement.

(iii.1) Si a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion n d'arit�e k, alors on sait par

le 
hoix 
anonique de l'empla
ement des r�egles stru
turelles que toutes

les pr�emisses de n sont 
on
lusions d'un lien der�eli
tion ou bien d'un

lien porte auxiliaire. Par (ii:1), on sait que l'�etiquette de 
es arêtes sera

for
�ement un singleton, et puisque la s�emantique est multiensembliste on

peut en d�eduire que e(a) est une 
lique de 
ardinalit�e k de A

?

.

(ii.2) Si e(a) est un singleton, alors a n'est pas 
on
lusion d'un lien a�ai-

blissement (par (i)) ni d'un lien 
ontra
tion (par (iii:1)).

(iii.2) Si e(a) est un �el�ement de 
ardinalit�e k � 2 de j?Aj, alors par (i) et

(ii) a ne peut être 
on
lusion ni d'un lien a�aiblissement, ni d'un lien

der�eli
tion, ni d'un lien porte auxiliaire, 
.�a.d. que a est 
on
lusion d'un

lien 
ontra
tion n d'arit�e h. L'empla
ement des r�egles stru
turelles dans

un r�eseau standard, implique que les pr�emisses de n sont toutes 
on
lu-

sions d'un lien der�eli
tion ou bien d'un lien porte auxiliaire. Mais alors

par (ii) toutes 
es arêtes sont �etiquet�ees par des singletons, et e(a) est un

�el�ement de j?Aj de 
ardinalit�e h. D'o�u h = k.

�

8.2.2. Proposition. Soit R (resp. R

0

) un r�eseau, et e (resp. e

0

) une 1-

exp�erien
e de R (resp. de R

0

). Soit a (resp. a

0

) une arête de R (resp. de R

0

)

de type A. Si e(a) = e

0

(a

0

), alors :

(i) GP

R

a

= GP

R

0

a

0

(ii) ej

GP

R

a

= e

0

j

GP

R

0

a

0

.

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur s(GP

R

a

), le nombre de liens

de GP

R

a

.

Si s(GP

R

a

) = 0, alors a est une arête de R 
on
lusion d'un lien axiome, et

don
 A est une formule atomique. Par 
ons�equent a

0

est aussi 
on
lusion d'un

axiome et GP

R

a

= GP

R

0

a

0

. (ii) suit trivialement de l'hypoth�ese e(a) = e

0

(a

0

).

Autrement, soit n le lien de R dont a est 
on
lusion.

- Si n = 
 ou bien n =

}

, alors l'arête a

0

de R

0

est aussi 
on
lusion d'un lien

n

0

= 
 ou bien n

0

=

}

. Soient a

1

et a

2

(resp. a

0

1

et a

0

2

) les pr�emisses de n dans

R (resp. de n

0

dans R

0

). a

i

et a

0

i

(i = 1; 2) sont de même type, et par d�e�nition

GP

R

a

= GP

R

a

1

[GP

R

a

2

[ fng [ fag et GP

R

a

0

= GP

R

a

0

1

[GP

R

a

0

2

[ fn

0

g [ fa

0

g. On
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a s(GP

R

a

1

) < s(GP

R

a

), s(GP

R

a

2

) < s(GP

R

a

) et e(a

1

) = e

0

(a

0

1

), e(a

2

) = e

0

(a

0

2

).

L'hypoth�ese d'indu
tion donne GP

R

a

1

= GP

R

0

a

0

1

, GP

R

a

2

= GP

R

0

a

0

2

et ej

GP

R

a

1

=

e

0

j

GP

R

0

a

0

1

, ej

GP

R

a

2

= e

0

j

GP

R

0

a

0

2

. La 
on
lusion est alors imm�ediate.

- Si n est un lien pal, alors l'arête a

0

de R

0

est aussi 
on
lusion d'un lien

pal n

0

. Soit a

1

(resp. a

0

1

) la pr�emisse de n dans R (resp. de n

0

dans R

0

).

a

1

et a

0

1

sont de même type, et par d�e�nition GP

R

a

= GP

R

a

1

[ fng [ fag

et GP

R

a

0

= GP

R

a

0

1

[ fn

0

g [ fa

0

g. On a s(GP

R

a

1

) < s(GP

R

a

) et e(a

1

) = e(a

0

1

)

(puisque e et e

0

sont des 1-exp�erien
es). L'hypoth�ese d'indu
tion donne alors

GP

R

a

1

= GP

R

0

a

0

1

et ej

GP

R

a

1

= e

0

j

GP

R

0

a

0

1

, 
e qui permet de 
on
lure.

- Si n est un lien der�eli
tion de R, alors e(a) est un singleton, don
 par

hypoth�ese e

0

(a

0

) l'est aussi, et alors par le lemme 8.2.1 l'arête a

0

de R

0

est


on
lusion d'un lien der�eli
tion ou porte auxiliaire m

0

de R

0

. Si m

0

est un

lien der�eli
tion on pose n

0

= m

0

; autrement soit n

0

le lien der�eli
tion de

R

0

au-dessus de m

0

. Si on appelle a

00

1

l'arête de R

0


on
lusion de n

0

, on a

GP

R

0

a

00

1

= GP

R

0

a

0

, et e(a) = e

0

(a

0

) = e

0

(a

00

1

). Soit a

1

(resp. a

0

1

) l'arête de R

(resp. de R

0

) pr�emisse de n (resp. de n

0

). a

1

et a

0

1

sont de même type, et par

d�e�nition GP

R

a

= GP

R

a

1

[ fng [ fag et GP

R

a

0

= GP

R

a

00

1

= GP

R

a

0

1

[ fn

0

g [ fa

00

1

g.

On a s(GP

R

a

1

) < s(GP

R

a

) et e(a

1

) = e(a

0

1

). L'hypoth�ese d'indu
tion donne

alors GP

R

a

1

= GP

R

0

a

0

1

et ej

GP

R

a

1

= e

0

j

GP

R

0

a

0

1

, 
e qui permet de 
on
lure.

- Si n est un lien pax de R, alors soit m la der�eli
tion de R au-dessus de

n, a

1

l'arête de R pr�emisse de m et a

2

l'arête de R 
on
lusion de m. On a

GP

R

a

= GP

R

a

2

et e(a) = e(a

2

). Puisque e est une 1-exp�erien
e de R, le lemme

8.2.1 permet d'aÆrmer que e(a) = e

0

(a

0

) est un singleton. Ce même lemme

permet d'en d�eduire que a

0

est 
on
lusion d'un lien der�eli
tion ou porte

auxiliaire n

0

de R

0

. Si n

0

est un lien der�eli
tion on pose m

0

= n

0

; autrement

soit m

0

le lien der�eli
tion de R

0

au-dessus de n

0

. Si on appelle a

0

2

(resp.

a

0

1

) l'arête de R

0


on
lusion (resp. pr�emisse) de m

0

, on a GP

R

0

a

0

2

= GP

R

0

a

0

, et

e(a

2

) = e(a) = e

0

(a

0

) = e

0

(a

0

2

). a, a

1

, a

2

, a

0

, a

0

1

, et a

0

2

sont toutes des arêtes

du même type, et par d�e�nition on aura alors GP

R

a

0

= GP

R

a

0

2

= GP

R

a

0

1

[fm

0

g[

fa

0

2

g et GP

R

a

= GP

R

a

2

= GP

R

a

1

[ fmg [ fa

2

g. Par ailleurs e(a

1

) = e

0

(a

0

1

) et

s(GP

R

a

1

) < s(GP

R

a

), 
e qui permet d'appliquer l'hypoth�ese de r�e
urren
e.

On obtiendra don
 GP

R

a

1

= GP

R

0

a

0

1

et et ej

GP

R

a

1

= e

0

j

GP

R

0

a

0

1

, 
e qui permet de


on
lure.

- Si n est un lien a�aiblissement, alors e(a) = e

0

(a

0

) = ; et par le lemme

8.2.1 l'arête a

0

de R

0

est aussi 
on
lusion d'un lien a�aiblissement de R

0

. La


on
lusion est alors imm�ediate.
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- Si n est un lien 
ontra
tion d'arit�e k, alors par le lemme 8.2.1 l'arête a

0

de R

0

est aussi 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion n

0

de R

0

d'arit�e k. Toujours

par 
e même lemme, on sait que e(a) et e(a

0

) sont des ensemble de 
ardinal

k. La position des r�egles stru
turelles dans les r�eseaux standard permet

d'aÆrmer que toutes les pr�emisses deR (resp. de R

0

) sont 
on
lusions de liens

der�eli
tion ou porte auxiliaire. Cha
une de 
es arêtes sera don
 �etiquet�ee par

un singleton. On peut alors 
hoisir d'�enum�erer les pr�emisses a

1

; : : : ; a

k

de n

et les pr�emisses a

0

1

; : : : ; a

0

k

de n

0

de telle sorte que 8i 2 f1; : : : ; kg e(a

i

) =

e

0

(a

0

i

). a

i

et a

0

i

(i = 1; : : : ; k) sont de même type, et par d�e�nition GP

R

a

=

GP

R

a

1

[ : : :[GP

R

a

k

[fng[fag et GP

R

0

a

0

= GP

R

a

0

1

[ : : :[GP

R

a

0

k

[fn

0

g[fa

0

g. Par

ailleurs, 8i 2 f1; : : : ; kg s(GP

R

a

i

) < s(GP

R

a

) et e(a

i

) = e

0

(a

0

i

), 
e qui permet

d'appliquer l'hypoth�ese de r�e
urren
e. On obtiendra don
 8i 2 f1; : : : ; kg

GP

R

a

i

= GP

R

0

a

0

i

et et ej

GP

R

a

i

= e

0

j

GP

R

0

a

0

i

, 
e qui permet de 
on
lure. �

8.2.3. Corollaire. Soient R et R

0

deux r�eseaux de 
on
lusion �, soit

e (resp. e

0

) une exp�erien
e pax-invisible de R (resp. de R

0

) de 
on
lusion


 (resp. 


0

). Si 
 = 


0

, alors SPPO(R) = SPPO(R

0

) et ej

SPPO(R)

=

e

0

j

SPPO(R

0

)

.

D�emonstration : Pour toute (o

urren
e de) formule A de �, appelons a

(resp. a

0

) l'arête 
on
lusion de R (resp. de R

0

) de type A. e(a) = e

0

(a

0

), don


par la proposition pr�e
�edente GP

R

a

= GP

R

0

a

0

. Il suÆt alors de rappeler que

pour tout r�eseau T , SPPO(T ) n'est autre que l'union disjointe des graphes

partiels des arêtes 
on
lusions de T . �

8.3 Re
onstru
tion des graphes

8.3.1. D

�

efinition. Soient R un r�eseau, a une arête de R 
on
lusion du lien


ontra
tion n d'arit�e k, pax ou der�eli
tion. Soient a

1

; : : : ; a

k

(resp. a

0

1

; : : : ; a

0

k

)

les 
on
lusions (resp. les pr�emisses) des k liens der�eli
tion au-dessus de a

(k � 1).

Le graphe 
omplet du lien 
ontra
tion n dans R, not�e GC

R

a

est le sous-

graphe de G

R

a

obtenu en e�a�
ant G

R

a

0

i

pour tout i 2 f1; : : : ; kg.

On dira que l'arête a (resp. les arêtes a

1

; : : : ; a

k

) est (resp. sont) la 
on
lusion

(resp. les hypoth�eses) de GC

R

a

. Pour toute arête 
 de GC

R

a

on dira que le

nombre p des liens pax travers�es par le 
hemin de GC

R

a

issu de 
 et ayant a


omme arête terminale est la profondeur de 
 dans GC

R

a

.
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Lorsque nous utiliserons la d�e�nition pr�e
�edente, l'arête a sera presque tou-

jours la 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion, mais avoir d�e�niGC

a

même lorsque

a est 
on
lusion d'un lien pax ou ?de se r�ev�elera utile dans la suite.

8.3.2. Remarque. Soit a une arête du r�eseau R 
on
lusion du lien 
ontra
-

tion n d'arit�e k et soient a

1

; : : : ; a

k

les 
on
lusions des k liens der�eli
tion

m

1

; : : : ;m

k

au-dessus de a. Pour toute arête 
 (resp. pour tout lien m) de

GC

R

a

t.q. 
 62 fa; a

1

; : : : ; a

k

g (resp. m 62 fn; n

1

; : : : ; n

k

g), 
 est la 
on
lusion

d'un lien pax (resp. m est un lien pax).

Dans le lemme suivant, toutes les lettres latines symbolisent des entiers

positifs ou nuls, et on travaille (
omme toujours) ave
 des multiensembles.

8.3.3. Lemme. Soient 1 � l;m < n. On a 8p

1

; : : : ; p

l

; p

0

1

; : : : ; p

0

m

: l'�egalit�e

n

p

1

+ : : :+n

p

l

= n

p

0

1

+ : : :+n

p

0

m

implique l'�egalit�e fp

1

; : : : ; p

l

g = fp

0

1

; : : : ; p

0

m

g

(en parti
ulier l = m).

D�emonstration : Ce r�esultat est une 
ons�equen
e de l'uni
it�e de la d�e
omposition

de tout entier en base n.

�

Soit b une arête de GC

R

a

(a �etant l'arête 
on
lusion d'un lien ?
o du r�eseau

R), et soit 
 l'hypoth�ese de GC

R

a

telle que 
 2 G

R

b

. Dans les trois lemmes

suivants, nous appelerons profondeur de b dans GC

R

a

le nombre de liens

pax travers�es par l'unique 
hemin de R issu de 
 et ayant b 
omme arête

terminale.

8.3.4. Lemme. Soit h l'arit�e maximale des liens 
ontra
tion du r�eseau R,

soit n un entier t.q. n > max(1; h). Soit e une n-exp�erien
e obsessionnelle

de R. Soit a une arête de R de type ?A et soit x l'unique �el�ement de e(a)

(suivant la proposition 8.1.6). Alors :

(i) a est 
on
lusion d'un lien a�aiblissement ssi x = ;

(ii) a est 
on
lusion d'un lien der�eli
tion ssi x est un singleton

(iii) a est 
on
lusion d'un lien pax ssi il existe un entier p � 1 t.q. 
ard(x) =

n

p

(iv) a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k ssi il existe p

1

; : : : ; p

k

entiers naturels t.q. k � 2 et 
ard(x) = n

p

1

+ : : :+ n

p

k

.

D�emonstration :
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(i.1) et (ii.1) Remarquons tout d'abord que e est d�e�nie sur toutes les arêtes

de R. Si a est 
on
lusion d'un lien der�eli
tion (resp. d'un lien a�aiblisse-

ment), alors par d�e�nition d'exp�erien
e il existe y 2 jAj t.q. fyg 2 e(a)

(resp. ; 2 e(a)). Don
 x = fyg (resp. x = ;).

(i.2) Si ; 2 e(a), alors par 
e qui pr�e
�ede a ne peut pas être 
on
lusion d'un

lien der�eli
tion.

Si a est 
on
lusion d'un lien pax, alors appelons a

0

la 
on
lusion du lien

der�eli
tion au-dessus de a. Par 
e qui pr�e
�ede, l'unique �el�ement de e(a

0

)

est un singleton, et alors puisque e est une n-exp�erien
e obsessionnelle on

ne peut pas avoir ; 2 e(a).

Si a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k � 2 ayant 
omme

pr�emisses a

1

; : : : ; a

k

et si x 2 e(a), alors par d�e�nition d'exp�erien
e 8i 2

f1; : : : ; kg il existe x

i

2 e(a

i

) t.q. x = x

1

[ : : : [ x

k

. L'empla
ement des

r�egles stru
turelles dans un r�eseau standard implique que 8i 2 f1; : : : ; kg

a

i

est 
on
lusion d'un lien pax ou der�eli
tion. Mais dans les deux 
as, par


e qui pr�e
�ede, x

i

6= ; 8i 2 f1; : : : ; kg, et don
 x 6= ;.

(ii.2) a ne peut pas être 
on
lusion d'un lien a�aiblissement par (i).

Si a est 
on
lusion d'un lien pax dont la pr�emisse est a

0

et l'unique �el�ement

de e(a) est un singleton fyg de A, alors par d�e�nition d'exp�erien
e il existe

x

1

; : : : ; x

n

2 e(a

0

) t.q. 8i 2 f1; : : : ; ng, x

i

2 j?Aj et fyg = x

1

[ : : : [ x

n

.

L'empla
ement des r�egles stru
turelles dans un r�eseau standard implique

que a

0

est 
on
lusion d'un lien der�eli
tion ou bien d'un lien pax, et par

la proposition 8.1.6 x

1

= : : : = x

n

= z. Or par (i) z 6= ;, et la seule

possibilit�e serait don
 que n = 1 et z = fyg. Mais par hypoth�ese n > 1.

Si a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k � 2 dont les pr�emisses

sont a

1

; : : : ; a

k

, et si l'unique �el�ement de e(a) est un singleton fyg, alors

8i 2 f1; : : : ; kg il existe x

i

2 e(a

i

) t.q. fyg = x

1

[ : : : [ x

k

. L'empla-


ement des r�egles stru
turelles dans un r�eseau standard implique que

8i 2 f1; : : : ; kg a

i

est 
on
lusion d'un lien pax ou der�eli
tion. Don
 par

(i) 8i 2 f1; : : : ; kg x

i

6= ;. La seule possibilit�e serait alors que k = 1 et

x

1

= fyg, mais k � 2.

(iii.1) Si a est 
on
lusion d'un lien pax, alors soit a

0

la 
on
lusion du lien

der�eli
tion au-dessus de a, p le nombre de liens pax travers�es par le 
hemin

issu de a

0

ayant a 
omme arête terminale, et soit fyg l'unique �el�ement de

e(a

0

). Par d�e�nition de n-exp�erien
e obsessionnelle l'unique �el�ement de

e(a) est le multiensemble de 
ardinalit�e n

p

, 
ontenant n

p

o

urren
es de

y 2 jAj.

(iv.1) Si a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k, alors soient a

1

; : : : ; a

k

les arêtes 
on
lusion des k liens der�eli
tion au-dessus de a et p

1

; : : : ; p

k

leurs profondeurs respe
tives dans GC

R

a

. 8i 2 f1; : : : ; kg, soit fy

i

g l'unique
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�el�ement de e(a

i

). Par d�e�nition de n-exp�erien
e obsessionnelle l'unique

�el�ement de e(a) est le multiensemble de 
ardinalit�e n

p

1

+ : : :+ n

p

k


onte-

nant n

p

i

o

urren
es de y

i

8i 2 f1; : : : ; kg.

(iii.2) Si 
ard(x) > 1, alors par (i) et (ii) a est 
on
lusion d'un lien pax ou

bien d'un lien 
ontra
tion.

Si a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k ave
 2 � k � h < n, alors

par 
e qui pr�e
�ede il existe p

1

; : : : ; p

k

entiers naturels t.q. 
ard(x) = n

p

1

+

: : : + n

p

k

. Par le lemme 8.3.3 8p � 1 
ard(x) 6= n

p

. Don
 si 
ard(x) = n

p

ave
 p � 1, alors a est for
�ement 
on
lusion d'un lien pax.

(iv.2) Puisque k � 2, 
ard(x) > 1. Don
 par (i) et (ii) a est 
on
lusion

d'un lien pax ou bien d'un lien 
ontra
tion. Si a est 
on
lusion d'un lien

pax, alors par (iii) il existe p � 1 t.q. 
ard(x) = n

p

. Mais alors on aurait

n

p

= n

p

1

+ : : : + n

p

k

, 
ontredisant ainsi le lemme 8.3.3. a est don
 bien


on
lusion d'un lien 
ontra
tion. Soit l l'arit�e de 
e lien. Par (iv:1), il

existe p

0

1

; : : : ; p

0

l

entiers naturels t.q. 
ard(x) = n

p

0

1

+ : : :+n

p

0

l

. D'o�u n

p

1

+

: : :+ n

p

k

= n

p

0

1

+ : : :+ n

p

0

l

. Puisque n > h � k; l � 1 on peut appliquer le

lemme 8.3.3 : on a don
 fp

0

1

; : : : ; p

0

l

g = fp

1

; : : : ; p

k

g. En parti
ulier l = k,


.�a.d. que a est 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k.

�

8.3.5. Lemme. Soit e (resp. e

0

) une n-exp�erien
e obsessionnelle (n > 1) du

r�eseau R (resp. R

0

) et a (resp. a

0

) la 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion n de R

(resp. n

0

de R

0

) d'arit�e k (resp. k

0

). Soit 
 (resp. 


0

) une des hypoth�eses de

GC

R

a

(resp. de GC

R

0

a

0

) et soit b 6= a (resp. b

0

6= a

0

) une arête de GC

R

a

(resp.

de GC

R

0

a

0

) telle que 
 2 G

R

b

(resp. 


0

2 G

R

0

b

0

). Supposons que la profondeur

de b dans GC

R

a

soit �egale �a 
elle de b

0

dans GC

R

0

a

0

.

Si e(
) = e

0

(


0

), alors e(b) = e

0

(b

0

).

D�emonstration : e et e

0

�etant des n-exp�erien
es obsessionnelles ave
 n > 1,

il existe un unique entier h � 0 tel que 
ard(e(
)) = 
ard(e

0

(


0

)) = n

h

, don


l'arête 
 de R a la même profondeur que l'arête 


0

de R

0

.

Puisque l'arête b de GC

R

a

a la même profondeur que l'arête b

0

de GC

R

0

a

0

, le


hemin issu de 
 ayant b 
omme arête terminale est �egal au 
hemin issu de




0

ayant b

0


omme arête terminale : il s'agit d'un 
ertain nombre de liens

pax ave
 leurs 
on
lusions. e et e

0

�etant des n-exp�erien
es obsessionnelles,

de e(
) = e

0

(


0

) on d�eduit e(b) = e

0

(b

0

). �

Soit e (resp. e

0

) une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau R (resp. R

0

), ave


n > 1. Soit a (resp. a

0

) une arête de R (resp. de R

0

) de type ?C 
on
lusion

d'un lien 
ontra
tion d'arit�e k � 2. Soient a

1

; : : : ; a

k

(resp. a

0

1

; : : : ; a

0

k

) les
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hypoth�eses de GC

R

a

(resp. de GC

R

0

a

0

) et p

1

; : : : ; p

k

(resp. p

0

1

; : : : ; p

0

k

) leurs

profondeurs respe
tives dans GC

R

a

(resp. dans GC

R

0

a

0

).

Supposons que e(a) = e

0

(a

0

) et soit t 2 j?Cj l'unique �el�ement de e(a) = e

0

(a

0

)

(suivant la proposition 8.1.6). 8x 2 t, on d�e�nit :

- k

x

:= 
ard(fi 2 f1; : : : ; kg : fxg est l'unique �el�ement de e(a

i

)g) (resp.

k

0

x

:= 
ard(fi 2 f1; : : : ; kg : fxg est l'unique �el�ement de e

0

(a

0

i

)g))

- le multiensemble fp

x

1

; : : : ; p

x

k

x

g � fp

1

; : : : ; p

k

g (resp. le multiensemble fp

0x

1

; : : : ; p

0x

k

0

x

g �

fp

0

1

; : : : ; p

0

k

g) des profondeurs dans GC

R

a

(resp. dans GC

R

0

a

0

) des arêtes 
 2

fa

1

; : : : ; a

k

g (resp. des arêtes 


0

2 fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g) telles que fxg est l'unique

�el�ement de e(
) (resp. de e

0

(


0

)).

8.3.6. Lemme. Si 8x 2 t k

x

= k

0

x

et fp

x

1

; : : : ; p

x

k

x

g = fp

0x

1

; : : : ; p

0x

k

0

x

g, alors

GC

R

a

= GC

R

0

a

0

et ej

GC

R

a

= e

0

j

GC

R

0

a

0

.

D�emonstration : On va prouver :

(�) 8


1

; 


2

2 fa

1

; : : : ; a

k

g, 


1

6= 


2

, 


1

(resp. 


2

) de profondeur h

1

(resp. h

2

)

dans GC

R

a

et t.q. fy

1

g (resp. fy

2

g) est l'unique �el�ement de e(


1

) (resp. de

e(


2

)), il existe une arête 


0

1

2 fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g (resp. une arête 


0

2

2 fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g)

de profondeur h

1

(resp. h

2

) dans GC

R

0

a

0

t.q. 


0

1

6= 


0

2

et fy

1

g (resp. fy

2

g) est

l'unique �el�ement de e

0

(


0

1

) (resp. de e

0

(


0

2

)).

Une fois (�) prouv�ee, on sait �etablir une inje
tion (don
 une bije
tion) f

entre fa

1

; : : : ; a

k

g et fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g telle que 8i 2 f1; : : : ; kg la profondeur de

a

i

dans GC

R

a

est �egale �a 
elle de f(a

i

) dans GC

R

0

a

0

, et l'unique �el�ement de

e(a

i

) est �egal �a l'unique �el�ement de e

0

(f(a

i

)). Par ailleurs, e et e

0

sont des

n-exp�erien
es obsessionnelles ave
 n > 1, don
 il existe un unique entier

h � 0 tel que 
ard(e(a)) = 
ard(e

0

(a

0

)) = n

h

, 
.�a.d. que l'arête a de R a

même profondeur que l'arête a

0

de R

0

. Don
 8i 2 f1; : : : ; kg l'arête a

i

de R a

même profondeur que l'arête f(a

i

) de R

0

. Mais alors, 8i 2 f1; : : : ; kg e(a

i

) =

e

0

(f(a

i

)). Le lemme pr�e
�edent (et l'hypoth�ese e(a) = e

0

(a

0

)) permet(tent)

alors de 
on
lure.

Il reste don
 �a prouver (�) : soient 


1

; 


2

2 fa

1

; : : : ; a

k

g, 


1

6= 


2

, 


1

(resp.




2

) de profondeur h

1

(resp. h

2

) dans GC

R

a

et soit fy

1

g (resp. fy

2

g) l'unique

�el�ement de e(


1

) (resp. de e(


2

)).

Si y

1

6= y

2

, alors soient fp

y

1

1

; : : : ; p

y

1

k

y

1

g et fp

0y

1

1

; : : : ; p

0y

1

k

0

y

1

g (resp. fp

y

2

1

; : : : ; p

y

2

k

y

2

g

et fp

0y

2

1

; : : : ; p

0y

2

k

0

y

2

g) les multiensembles asso
i�es �a y

1

(resp. y

2

). Par hypoth�ese

h

1

2 fp

y

1

1

; : : : ; p

y

1

k

y

1

g = fp

0y

1

1

; : : : ; p

0y

1

k

0

y

1

g (resp. h

2

2 fp

y

2

1

; : : : ; p

y

2

k

y

2

g = fp

0y

2

1

; : : : ; p

0y

2

k

0

y

2

g),

don
 il existe 


0

1

2 fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g de profondeur h

1

(resp. 


0

2

2 fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g de
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profondeur h

2

) dans GC

R

0

a

0

telle que fy

1

g (resp. fy

2

g) est l'unique �el�ement

de e

0

(


0

1

) (resp. de e

0

(


0

2

)). Puisque y

1

6= y

2

, on a 


0

1

6= 


0

2

.

Si y

1

= y

2

= y, alors fp

y

1

1

; : : : ; p

y

1

k

y

1

g = fp

y

2

1

; : : : ; p

y

2

k

y

2

g = fp

y

1

; : : : ; p

y

k

y

g et

il existe 1 � i 6= j � k

y

t.q. h

1

= p

i

et h

2

= p

j

. De fp

y

1

; : : : ; p

y

k

y

g =

fp

0y

1

; : : : ; p

0y

k

0

y

g, on d�eduit alors l'existen
e de 


0

1

; 


0

2

2 fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g, 


0

1

6= 


0

2

,




0

1

de profondeur p

i

et 


0

2

de profondeur p

j

dans GC

R

0

a

0

t.q. fyg est l'unique

�el�ement de e

0

(


0

1

) et de e

0

(


0

2

). �

8.3.7. Remarque. Soient x et y des multiensembles. Si (pour n � 1)

x

1

[ : : : [ x

n

= y

1

[ : : : [ y

n

, ave
 x = x

1

= : : : = x

n

et y = y

1

= : : : = y

n

,

alors x = y.

D�emonstration : Il faut prouver que si � 2 x et si m

x

(�) (resp. m

y

(�))

est la multipli
it�e de � dans x (resp. dans y), alors � 2 y et m

x

(�) = m

y

(�).

Si � 2 x, alors trivialement � 2 y. Par ailleurs l'hypoth�ese donne n:m

x

(�) =

n:m

y

(�), d'o�u m

x

(�) = m

y

(�).

8.3.8. Proposition. Soit a (resp. a

0

) une arête de type A du r�eseau R

(resp. du r�eseau R

0

). Soit h l'arit�e maximale des liens 
ontra
tion de R et

R

0

, et soit n > max(1; h).

Soit e (resp. e

0

) une n-exp�erien
e obsessionnelle de R (resp. de R

0

). Si e(a) =

e

0

(a

0

), alors :

(i) G

R

a

= G

R

0

a

0

(ii) ej

G

R

a

= e

0

j

G

R

0

a

0

.

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur s(G

R

a

), le nombre de liens

de G

R

a

.

Si s(G

R

a

) = 0, alors a est une arête de R 
on
lusion d'un lien axiome, et

don
 A est une formule atomique. Par 
ons�equent a

0

est aussi 
on
lusion

d'un axiome et G

R

a

= G

R

0

a

0

. (ii) suit trivialement de l'hypoth�ese e(a) = e

0

(a

0

).

Autrement, soit m le lien de R dont a est 
on
lusion.

- Si m = 
 ou bien m =

}

, alors l'arête a

0

de R

0

est aussi 
on
lusion d'un

lien m

0

= 
 ou bien m

0

=

}

. Soient a

1

et a

2

(resp. a

0

1

et a

0

2

) les pr�emisses de

m dans R (resp. de m

0

dans R

0

). a

i

et a

0

i

(i = 1; 2) sont de même type, et par

d�e�nition G

R

a

= G

R

a

1

[G

R

a

2

[fmg[fag et G

R

a

0

= G

R

a

0

1

[G

R

a

0

2

[fm

0

g[fa

0

g. On

a s(G

R

a

1

) < s(G

R

a

), s(G

R

a

2

) < s(G

R

a

). Soit x l'unique �el�ement de e(a) = e

0

(a

0

)

(suivant la proposition 8.1.6). Par d�e�nition d'exp�erien
e, il existe x

1

2 e(a

1

)

et x

2

2 e(a

2

) (resp. x

0

1

2 e

0

(a

0

1

) et x

0

2

2 e

0

(a

0

2

)) t.q. x = (x

1

; x

2

) = (x

0

1

; x

0

2

).
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Don
 x

1

= x

0

1

est l'unique �el�ement de e(a

1

) et de e

0

(a

0

1

) et x

2

= x

0

2

est

l'unique �el�ement de e(a

2

) et de e

0

(a

0

2

). Puisque e(a) = e

0

(a

0

), les arêtes a et

a

0

ont la même profondeur, don
 a

1

, a

2

, a

0

1

et a

0

2

ont la même profondeur.

Par 
ons�equent e(a

1

) = e

0

(a

0

1

) et e(a

2

) = e

0

(a

0

2

). L'hypoth�ese d'indu
tion

donne alors G

R

a

1

= G

R

0

a

0

1

, G

R

a

2

= G

R

0

a

0

2

et ej

G

R

a

1

= e

0

j

G

R

0

a

0

1

, ej

G

R

a

2

= e

0

j

G

R

0

a

0

2

. La


on
lusion est alors imm�ediate.

- Si m est un lien pal, alors l'arête a

0

de R

0

est aussi 
on
lusion d'un lien

pal m

0

. Soit a

1

(resp. a

0

1

) la pr�emisse de m dans R (resp. de m

0

dans R

0

).

a

1

et a

0

1

sont de même type, et par d�e�nition G

R

a

= G

R

a

1

[ fmg [ fag et

G

R

a

0

= G

R

a

0

1

[ fm

0

g [ fa

0

g. On a s(G

R

a

1

) < s(G

R

a

). Soit x l'unique �el�ement de

e(a) = e

0

(a

0

) (suivant la proposition 8.1.6). Par d�e�nition de n-exp�erien
e

obsessionnelle, il existe x

1

; : : : ; x

n

2 e(a

1

) (resp. x

0

1

; : : : ; x

0

n

2 e

0

(a

0

1

)) t.q.

x = fx

1

; : : : ; x

n

g = fx

0

1

; : : : ; x

0

n

g. La proposition 8.1.6 donne alors x

1

= : : : =

x

n

= x

0

1

= : : : = x

0

n


.�a.d. que l'unique �el�ement de e(a

1

) est aussi l'unique

�el�ement de e

0

(a

0

1

). Puisque e(a) = e

0

(a

0

), les arêtes a et a

0

ont la même

profondeur, don
 a

1

et a

0

1

ont aussi la même profondeur. D'o�u e(a

1

) = e

0

(a

0

1

).

L'hypoth�ese d'indu
tion donne alors G

R

a

1

= G

R

0

a

0

1

et ej

G

R

a

1

= e

0

j

G

R

0

a

0

1

, 
e qui

permet de 
on
lure.

- Si m est un lien der�eli
tion de R, alors A =?C et par le lemme 8.3.4,

l'unique �el�ement de e(a) = e

0

(a

0

) est un singleton. Par 
e même lemme, a

0

est aussi 
on
lusion d'un lien der�eli
tion m

0

. Soit a

1

(resp. a

0

1

) la pr�emisse de

m dans R (resp. dem

0

dans R

0

). a

1

et a

0

1

sont de même type, et par d�e�nition

G

R

a

= G

R

a

1

[fmg[fag etG

R

a

0

= G

R

a

0

1

[fm

0

g[fa

0

g. On a s(G

R

a

1

) < s(G

R

a

). Soit x

l'unique �el�ement de e(a) = e

0

(a

0

) (suivant la proposition 8.1.6). Par d�e�nition

d'exp�erien
e, il existe y

1

2 e(a

1

) (resp. y

0

1

2 e

0

(a

0

1

)) t.q. x = fy

1

g = fy

0

1

g.

Don
 y

1

= y

0

1

, 
.�a.d. que l'unique �el�ement de e(a

1

) est aussi l'unique �el�ement

de e

0

(a

0

1

). Puisque e(a) = e

0

(a

0

), les arêtes a et a

0

ont la même profondeur,

don
 a

1

et a

0

1

ont aussi la même profondeur. D'o�u e(a

1

) = e

0

(a

0

1

). L'hypoth�ese

d'indu
tion donne alors G

R

a

1

= G

R

0

a

0

1

et ej

G

R

a

1

= e

0

j

G

R

0

a

0

1

, 
e qui permet de


on
lure.

- Si m est un lien pax de R, alors soit x l'unique �el�ement de e(a) (suivant la

proposition 8.1.6). Par le lemme 8.3.4, il existe p � 1 t.q. 
ard(x) = n

p

. Par


e même lemme, puisque e(a) = e

0

(a

0

), a

0

est for
�ement 
on
lusion d'un lien

pax m

0

de R

0

. Soit a

1

(resp. a

0

1

) la pr�emisse de m dans R (resp. de m

0

dans

R

0

). a

1

et a

0

1

sont de même type, et par d�e�nition G

R

a

= G

R

a

1

[ fmg [ fag et

G

R

a

0

= G

R

a

0

1

[fm

0

g[fa

0

g. On a s(G

R

a

1

) < s(G

R

a

). Par d�e�nition de n-exp�erien
e

obsessionnelle, il existe x

1

; : : : ; x

n

2 e(a

1

) (resp. x

0

1

; : : : ; x

0

n

2 e

0

(a

0

1

)) t.q.

x = x

1

[: : :[x

n

= x

0

1

[: : :[x

0

n

. La proposition 8.1.6 et la remarque pr�e
�edente



148 CHAPITRE 8. LES EXP

�

ERIENCES OBSESSIONNELLES

donnent alors x

1

= : : : = x

n

= x

0

1

= : : : = x

0

n

, 
.�a.d. que l'unique �el�ement de

e(a

1

) est aussi l'unique �el�ement de e

0

(a

0

1

). Puisque e(a) = e

0

(a

0

), les arêtes a

et a

0

ont la même profondeur, don
 a

1

et a

0

1

ont aussi la même profondeur.

D'o�u e(a

1

) = e

0

(a

0

1

). L'hypoth�ese d'indu
tion donne alors G

R

a

1

= G

R

0

a

0

1

et

ej

G

R

a

1

= e

0

j

G

R

0

a

0

1

, 
e qui permet de 
on
lure.

- Si m est un lien a�aiblissement, alors par le lemme 8.3.4, l'unique �el�ement

de e(a) = e

0

(a

0

) est ;. Par 
e même lemme, puisque e(a) = e

0

(a

0

), a

0

est

for
�ement 
on
lusion d'un lien a�aiblissement et la 
on
lusion est alors

imm�ediate.

- Si m est un lien 
ontra
tion d'arit�e k � 2, alors soit t l'unique �el�ement

de e(a) = e

0

(a

0

). Par le lemme 8.3.4, il existe p

1

; : : : ; p

k

entiers naturels t.q.


ard(x) = n

p

1

+ : : :+n

p

k

. Par 
e même lemme, puisque e(a) = e

0

(a

0

), a

0

est

for
�ement 
on
lusion d'un lien 
ontra
tion m

0

d'arit�e k.

Soient a

1

; : : : ; a

k

(resp. a

0

1

; : : : ; a

0

k

) les hypoth�eses de GC

R

a

(resp. de GC

R

0

a

0

) et

p

1

; : : : ; p

k

(resp. p

0

1

; : : : ; p

0

k

) leurs profondeurs respe
tives dans GC

R

a

(resp.

dans GC

R

0

a

0

). Ave
 
es notations (qui sont 
elles du lemme 8.3.6), on va

prouver que les hypoth�eses du lemme 8.3.6 sont satisfaites. Soit x 2 t et

fp

x

1

; : : : ; p

x

k

x

g � fp

1

; : : : ; p

k

g (resp. fp

0x

1

; : : : ; p

0x

k

0

x

g � fp

0

1

; : : : ; p

0

k

g) le mul-

tiensemble des profondeurs dans GC

R

a

(resp. dans GC

R

0

a

0

) des arêtes 
 2

fa

1

; : : : ; a

k

g (resp. des arêtes 


0

2 fa

0

1

; : : : ; a

0

k

g) telles que fxg est l'unique

�el�ement de e(
) (resp. de e

0

(


0

)). Soit � la 
ardinalit�e de t et soit �

x

le

nombre d'o

urren
es de x dans t. Puisque e et e

0

sont des n-exp�erien
es

obsessionnelles, on a �

x

= n

p

x

1

+ : : : + n

p

x

k

x

= n

p

0x

1

+ : : : + n

p

0x

k

0

x

. Puisque

n > h � k

x

; k

0

x

� 1, on peut appliquer le lemme 8.3.3, 
e qui donne

fp

x

1

; : : : ; p

x

k

x

g = fp

0x

1

; : : : ; p

0x

k

0

x

g. Les hypoth�eses du lemme 8.3.6 sont don


satisfaites, et on a GC

R

a

= GC

R

0

a

0

et ej

GC

R

a

= e

0

j

GC

R

0

a

0

. En parti
ulier, en

renommant �eventuellement les hypoth�eses de GC

R

a

et de GC

R

0

a

0

(rappelons

au passage que G

R

a

et G

R

0

a

0

sont des 
lasses d'�equivalen
es d'arbres), on a

8i 2 f1; : : : ; kg e(a

i

) = e

0

(a

0

i

), et s(G

R

a

i

) < s(G

R

a

). L'hypoth�ese d'indu
tion

donne alors G

R

a

i

= G

R

0

a

0

i

et ej

G

R

a

i

= e

0

j

G

R

0

a

0

i

, 8i 2 f1; : : : ; kg. D'o�u la 
on
lusion.

�

8.3.9. Corollaire. Soient R et R

0

deux r�eseaux de 
on
lusion �, soit h

l'arit�e maximale des liens 
ontra
tion de R et R

0

, et soit n > max(1; h). Soit

e (resp. e

0

) une n-exp�erien
e obsessionnelle de R (resp. de R

0

) de 
on
lu-

sion 
 (resp. 


0

). Si 
 = 


0

, alors SPLO(R) = SPLO(R

0

) et ej

SPLO(R)

=

e

0

j

SPLO(R

0

)

.
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D�emonstration : Pour toute (o

urren
e de) formule A de �, appelons a

(resp. a

0

) l'arête 
on
lusion de R (resp. de R

0

) de type A. e(a) = e

0

(a

0

), don


par la proposition pr�e
�edente G

R

a

= G

R

0

a

0

. Il suÆt alors de rappeler que pour

tout r�eseau T , SPLO(T ) n'est autre que l'union disjointe des graphes des

arêtes 
on
lusions de T . �

Le 
orollaire pr�e
�edent est l'analogue (dans MELL) du lemme 7.3.2. Nous

allons don
 essayer de reproduire l'argument de la preuve du th�eor�eme

7.3.4 pour prouver la 
onje
ture 7.1.3. Il faut alors g�en�eraliser la notion

d'exp�erien
e inje
tive �a MELL. Nous introduisons par la même o

asion la

notion d'exp�erien
e simple dont nous ferons aussi usage dans la suite.

8.3.10. D

�

efinition. Soit R un r�eseau de MELL et e une n-exp�erien
e

obsessionnelle de R. Nous dirons que e est inje
tive (resp. simple) lorsque

8a; a

0

arêtes de même type atomique de R telles que a 6= a

0

, l'unique �el�ement

de e(a) est di��erent de (resp. �egal �a) l'unique �el�ement de e(a

0

).

Tentons �a pr�esent de prouver la 
onje
ture 7.1.3 : soit e une n-exp�erien
e

obsessionnelle inje
tive de R (Question 1 : existe-t-elle ?) de 
on
lusion


. Puisque [R℄ = [R

0

℄, il existe une exp�erien
e e

0

de R

0

de 
on
lusion 


(Question 2 : e

0

est-elle n-obsessionnelle ?).

Si la r�eponse aux deux questions pr�e
�edentes est positive, alors on peut appli-

quer le 
orollaire 8.3.9 : SPLO(R) = SPLO(R

0

) et ej

SPLO(R)

= e

0

j

SPLO(R

0

)

.

L'inje
tivit�e de e (don
 de e

0

) nous permet de 
on
lure que dans 
e 
as

SPL(R) = SPL(R

0

), et nous verrons que en l'absen
e d'a�aiblissements


e
i implique que R = R

0

.

Les 
hapitres suivants (qui r�eservent quelques surprises) fournissent des

�el�ements de r�eponses aux deux questions 
i-dessus.

Remarquons que si pour un fragment quel
onque de LL (sans a�aiblisse-

ments) la r�eponse aux deux questions 
i-dessus �etait positive, une remarque

analogue �a 7.3.5 s'appliquerait (
e qui, en pr�esen
e d'exponentielles, est plus

frappant) : toute exp�erien
e n-obsessionnelle et inje
tive d'un r�eseau de 
e

fragment permet �a elle toute seule de re
onstituer enti�erement le r�eseau.
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Chapitre 9

R�esultats obsessionnels

Le but du pr�esent 
hapitre est 
elui de donner des �el�ements de r�eponse �a la

question 2 de la �n du 
hapitre pr�e
�edent. La question qui se pose est 
elle

de savoir si, �a partir du r�esultat d'une exp�erien
e donn�ee, on peut oui ou

non inf�erer que 
elle-
i est obsessionnelle.

Nous montrons que la r�eponse est (essentiellement) positive dans le 
as de la

s�emantique 
oh�erente (proposition 9.3.5), et 
e grâ
e �a son \uniformit�e" (le

lemme 9.3.1). Pour la s�emantique relationnelle, nous prouvons que la r�eponse

est positive pour les exp�erien
es obsessionnelles simples (proposition 9.2.2),

et nous 
onje
turons qu'elle demeure (essentiellement) positive dans le 
as

g�en�eral (
onje
ture 9.2.3).

9.1 Le 
as g�en�eral

9.1.1. Lemme. Soit R un r�eseau, 
 une arête de R de type ?C (resp. de

type !C) 
on
lusion du lien porte auxiliaire (resp. porte prin
ipale) n et soit




0

la pr�emisse de n. Soit A une o

urren
e de sous-formule de C et e une

exp�erien
e de R.

Soit y 2 e(
) t.q. y = y

1

[ : : : [ y

k

(resp. y = fy

1

; : : : ; y

k

g) ave
 y

i

2 e(


0

)

8i 2 f1; : : : ; kg. Alors jyj

A

= jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

.

D�emonstration : C'est une appli
ation des d�e�nitions. On pro
�ede par

indu
tion sur la 
omplexit�e de CnA.

Si C = A, alors dans le 
as o�u 
 est de type !C jyj

A

= fx 2 jAj : x 2

y = fy

1

; : : : ; y

k

gg = fy

1

; : : : ; y

k

g. Par ailleurs, puisque 


0

est de type A et

y

i

2 e(


0

), jy

i

j

A

= fy

i

g 8i 2 f1; : : : ; kg. Don
 jyj

A

= jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

.

Dans le 
as o�u 
 est de type ?C, jyj

A

= fx 2 jAj : x 2 y = y

1

[ : : : [ y

k

g =

151
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y

1

[ : : : [ y

k

. Par ailleurs, puisque 


0

est de type ?A et y

i

2 e(


0

), jy

i

j

A

=

fx 2 jAj : x 2 y

i

g = y

i

8i 2 f1; : : : ; kg. Don
 jyj

A

= jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

.

Autrement, on peut traiter les deux 
as (
 de type !C et 
 de type ?C)

ensemble. Soit D la plus petite o

urren
e de sous-formule de C telle que

A soit sous-formule stri
te de D. On aura D = A 
 E;E 
 A;A

}

E;E

}

A; ?A; !A.

Si D = A 
 E ou bien D = A

}

E, alors par hypoth�ese de r�e
urren
e

jyj

D

= jy

1

j

D

[ : : : [ jy

k

j

D

. Par d�e�nition, on aura jyj

A

= fx

1

2 jAj : 9x

2

2

jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jyj

D

g = fx

1

2 jAj : 9x

2

2 jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jy

1

j

D

[: : :[jy

k

j

D

g

= fx

1

2 jAj : 9x

2

2 jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jy

1

j

D

g [ : : : [ fx

1

2 jAj : 9x

2

2

jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jy

k

j

D

g = jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

.

Si D =!A ou bien D =?A, alors par hypoth�ese de r�e
urren
e jyj

D

= jy

1

j

D

[

: : : [ jy

k

j

D

. Par d�e�nition, on aura jyj

A

= fx 2 jAj : x 2 z 2 jyj

D

g = fx 2

jAj : x 2 z 2 jy

1

j

D

[ : : : [ jy

k

j

D

g = fx 2 jAj : x 2 z 2 jy

1

j

D

g [ : : : [ fx 2

jAj : x 2 z 2 jy

k

j

D

g = jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

. �

9.1.2. Lemme. Soit R un r�eseau, 


1

; : : : ; 


k

les k arêtes de R de type ?C

pr�emisses du lien 
ontra
tion n d'arit�e k et de 
on
lusion 
. Soit A une

o

urren
e de sous-formule de C et e une exp�erien
e de R. Soit y 2 e(
) et

soient y

i

2 e(


i

) (i 2 f1; : : : ; kg) tels que y = y

1

[ : : : [ y

k

.

On a jyj

A

= jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

.

D�emonstration : Comme pour le lemme pr�e
�edent, 
'est une appli
ation

des d�e�nitions. On pro
�ede par indu
tion sur la 
omplexit�e de CnA.

Si C = A, alors jyj

A

= fx 2 jAj : x 2 y = y

1

[ : : : [ y

k

g = y

1

[ : : : [ y

k

.

Par ailleurs, puisque 8i 2 f1; : : : ; kg 


i

est de type ?A et y

i

2 e(


i

), on a

jy

i

j

A

= fx 2 jAj : x 2 y

i

g = y

i

. Don
 jyj

A

= jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

.

Autrement, soit D la plus petite o

urren
e de sous-formule de C telle que

A soit sous-formule stri
te de D. On aura D = A 
 E;E 
 A;A

}

E;E

}

A; ?A; !A.

Si D = A 
 E ou bien D = A

}

E, alors par hypoth�ese de r�e
urren
e

jyj

D

= jy

1

j

D

[ : : : [ jy

k

j

D

. Par d�e�nition, on aura jyj

A

= fx

1

2 jAj : 9x

2

2

jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jyj

D

g = fx

1

2 jAj : 9x

2

2 jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jy

1

j

D

[: : :[jy

k

j

D

g

= fx

1

2 jAj : 9x

2

2 jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jy

1

j

D

g [ : : : [ fx

1

2 jAj : 9x

2

2

jEjt:q:(x

1

; x

2

) 2 jy

k

j

D

g = jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

.

Si D =!A ou bien D =?A, alors par hypoth�ese de r�e
urren
e jyj

D

= jy

1

j

D

[

: : : [ jy

k

j

D

. Par d�e�nition, on aura jyj

A

= fx 2 jAj : x 2 z 2 jyj

D

g = fx 2

jAj : x 2 z 2 jy

1

j

D

[ : : : [ jy

k

j

D

g = fx 2 jAj : x 2 z 2 jy

1

j

D

g [ : : : [ fx 2

jAj : x 2 z 2 jy

k

j

D

g = jy

1

j

A

[ : : : [ jy

k

j

A

. �
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9.1.3. Lemme. Soit R un r�eseau, 
 une arête de R de type ?C (resp. de

type C

1


 C

2

ou bien C

1

}

C

2

) 
on
lusion du lien der�eli
tion (resp. 
 ou

bien

}

) n de pr�emisse 


0

(resp. de pr�emisses 


1

et 


2

). Soit A une o

urren
e

de sous-formule de C (resp. de C

i

, pour un 
ertain i 2 f1; 2g) et e une

exp�erien
e de R.

Soit y 2 e(
) et y

0

2 e(


0

) (resp. y

1

2 e(


1

) et y

2

2 e(


2

)) t.q. y = fy

0

g (resp.

y = (y

1

; y

2

)). Alors jyj

A

= jy

0

j

A

(resp. jyj

A

= jy

i

j

A

).

D�emonstration : Comme pour les lemmes pr�e
�edents, 
'est une appli
ation

des d�e�nitions. On pro
�ede par indu
tion sur la 
omplexit�e de CnA (resp.

sur la 
omplexit�e de C

i

nA).

Si C = A (resp. si C

i

= A), alors jyj

A

= fx 2 jAj : x 2 yg = fy

0

g = jy

0

j

A

(resp. jyj

A

= fy

i

g = jy

i

j

A

).

Autrement, soit D la plus petite o

urren
e de sous-formule de C telle que

A soit sous-formule de stri
te de D. On aura D = A
E;E
A;A

}

E;E

}

A; ?A; !A. Le r�esultat d�e
oule alors d'une simple appli
ation de l'hypoth�ese

de r�e
urren
e. �

9.1.4. Lemme. Soit R un r�eseau, 
 une arête de R de type C et e une

exp�erien
e deR. Pour tout x, les deux aÆrmations suivantes sont �equivalentes :

(1) Il existe une arête d de type A de G

R




, ave
 A 6=?F pour toute formule

F , telle que x 2 e(d)

(2) Il existe y 2 e(
) tel que x 2 jyj

A

, ave
 A 6=?F pour toute formule F .

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur s(G




), le nombre de liens

du graphe G




.

Si s(G




) = 0, alors C est une formule atomique et le lemme est vrai ave


A = C, d = 
, y = x.

Autrement, soit n le lien de R de 
on
lusion 
. Si C = A, alors le lemme

est vrai ave
 
 = d et y = x (se souvenir que A 6=?F pour toute formule

F ). Supposons don
 que A soit une sous-formule stri
te de C. On aura alors

for
�ement 
 6= d.

- Si n = 
 ou bien n =

}

, alors C = C

1


 C

2

ou bien C = C

1

}

C

2

. Soient




1

et 


2

les pr�emisses de n, de type C

1

et C

2

respe
tivement. s(G




i

) < s(G




)

pour i = 1; 2.

Soit d une arête de type A de G

R




telle que x 2 e(d). A est alors une

o

urren
e de sous-formule de C, don
 
'est une o

urren
e de sous-formule

d'une et une seule des deux sous-formules C

1

et C

2

de C. Supposons par

exemple que A soit sous-formule de C

1

, 
.�a.d. que d 2 G




1

. Par hypoth�ese de

r�e
urren
e il existe y

1

2 e(


1

) tel que x 2 jy

1

j

A

. Soit alors y

2

2 e(


2

) tel que
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y = (y

1

; y

2

) 2 e(
). Puisque A est sous-formule de C

1

, par le lemme 9.1.3

jyj

A

= jy

1

j

A

3 x.

R�e
iproquement, soit y 2 e(
) tel que x 2 jyj

A

. Puisque y 2 e(
), on a

for
�ement y = (y

1

; y

2

) ave
 y

i

2 e(


i

) (i = 1; 2). Par ailleurs, de jyj

A

6= ; on

d�eduit que A est une o

urren
e de sous-formule de C. Si on suppose 
ette

fois que A est sous-formule de C

2

, on aura par le lemme 9.1.3 jyj

A

= jy

2

j

A

,

et don
 x 2 jy

2

j

A

. Par hypoth�ese de r�e
urren
e, on en d�eduit qu'il existe une

arête d de type A de G

R




2

telle que x 2 e(d). Mais l'arête d de G

R




2

est aussi

une arête de G

R




.

- Si n est un lien 
ontra
tion d'arit�e k, alors soient 


1

; : : : ; 


k

les k arêtes de

R pr�emisses de n. 8i 2 f1; : : : ; kg s(G




i

) < s(G




).

Soit d une arête de type A de G




telle que x 2 e(d). Il existe un unique

i 2 f1; : : : ; kg tel que d est arête de G




i

. Par hypoth�ese de r�e
urren
e il existe

y

i

2 e(


i

) tel que x 2 jy

i

j

A

. Soit alors 8j 2 f1; : : : ; kg, j 6= i, y

j

2 e(


j

) tel

que y = y

1

[ : : : [ y

i

[ : : : [ y

k

2 e(
). Par le lemme 9.1.2 x 2 jyj

A

.

R�e
iproquement, soit y 2 e(
) tel que x 2 jyj

A

. Puisque y 2 e(
), on a

for
�ement y = y

1

[ : : : [ y

k

, ave
 y

i

2 e(


i

) 8i 2 f1; : : : ; kg. Par le lemme

9.1.2, il existe i 2 f1; : : : ; kg tel que x 2 jy

i

j

A

. Par hypoth�ese de r�e
urren
e,

on en d�eduit qu'il existe une arête d de type A de G

R




i

telle que x 2 e(d).

Mais l'arête d de G

R




i

est aussi une arête de G

R




.

- Si n est un lien a�aiblissement, alors le r�esultat est trivial.

- Si n est un lien der�eli
tion, alors soit 


1

la pr�emisse de n. s(G




1

) < s(G




).

Soit d une arête de type A de G




telle que x 2 e(d). d est aussi une arête de

G




1

, et par hypoth�ese de r�e
urren
e, il existe y

1

2 e(


1

) t.q. x 2 jy

1

j

A

. Soit

alors y = fy

1

g 2 e(
). On a par le lemme 9.1.3 jyj

A

= jy

1

j

A

3 x.

R�e
iproquement, soit y 2 e(
) tel que x 2 jyj

A

. Il existe y

1

2 e(


1

) t.q.

y = fy

1

g et par le lemme 9.1.3 x 2 jyj

A

= jy

1

j

A

. Don
 par hypoth�ese de

r�e
urren
e il existe une arête de G




1

(don
 de G




) de type A t.q. x 2 e(d).

- Si n est un lien porte auxiliaire, alors soit 


1

la pr�emisse de n. s(G




1

) <

s(G




).

Soit d une arête de type A de G




telle que x 2 e(d). d est aussi une arête

de G




1

, et par hypoth�ese de r�e
urren
e, il existe y

1

2 e(


1

) t.q. x 2 jy

1

j

A

.

Soit alors y 2 e(
) t.q. il existe k � 1 et (si k � 2) y

2

; : : : ; y

k

2 e(


1

) t.q.

y = y

1

[ : : : [ y

k

. Par le lemme 9.1.1 on en d�eduit que x 2 jyj

A

.

R�e
iproquement, soit y 2 e(
) tel que x 2 jyj

A

. Il existe k � 1 et y

1

; : : : ; y

k

2

e(


1

) t.q. y = y

1

[ : : : [ y

k

. Par le lemme 9.1.1 on en d�eduit qu'il existe

i 2 f1; : : : ; kg t.q. x 2 jy

i

j

A

. Par hypoth�ese de r�e
urren
e il existe alors une

arête de G




1

(don
 de G




) de type A t.q. x 2 e(d).

- Si n est un lien porte prin
ipale, alors soit 


1

la pr�emisse de n : s(G




1

) <

s(G




).
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Soit d une arête de type A de G




telle que x 2 e(d). d est aussi arête de G




1

,

et par hypoth�ese de r�e
urren
e il existe y

1

2 e(


1

) t.q. x 2 jy

1

j

A

. Soit alors

y 2 e(
) t.q. y

1

2 y. Par le lemme 9.1.1 x 2 jyj

A

.

R�e
iproquement, soit y 2 e(
) tel que x 2 jyj

A

. Il existe k � 1 et y

1

; : : : ; y

k

2

e(


1

) t.q. y = fy

1

; : : : ; y

k

g. Par le lemme 9.1.1, il existe i 2 f1; : : : ; kg t.q.

x 2 jy

i

j

A

. Par hypoth�ese de r�e
urren
e il existe alors une arête d de G




1

(don
 de G




) de type A t.q. x 2 e(d). �

Dans la formulation 
i-dessus, le lemme pr�e
�edent est faux si on prend une

arête d de type ?A.

9.1.5. Proposition. Soit R un r�eseau, 
 une arête de type C 
on
lusion

de R et e une exp�erien
e de R. Soit A une o

urren
e de sous-formule de C

t.q. A 6=?F pour toute formule F , et soient d

1

; : : : ; d

k

les k arêtes (k � 1)

de type A t.q. 8i 2 f1; : : : ; kg d

i

2 G

R




.

Si e(
) = fyg, alors jyj

A

= e(d

1

) [ : : : [ e(d

k

).

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur la 
ardinalit�e l de l'en-

semble des liens de R travers�es par un des 
hemins issus de l'une des arêtes

d

1

; : : : ; d

k

et ayant 
 
omme arête terminale.

Si l = 0, alors C = A, k = 1, 
 = d

1

, jyj

A

= fyg et e(d

1

) = e(
) = fyg.

Autrement, soit n le lien de R dont 
 est 
on
lusion.

Si n =

}

(resp. n = 
), alors C = D

}

E (resp. C = D 
 E). Supposons

que A soit sous-formule de D, et soit R

0

un sous-r�eseau de R ayant l'arête

d de type D (pr�emisse de n dans R) parmi ses 
on
lusions. 8i 2 f1; : : : ; kg

d

i

2 G

R

0

d

. Si y = (y

1

; y

2

), alors par le lemme 9.1.3 jyj

A

= jy

1

j

A

. La restri
tion

de e �a R

0

est une exp�erien
e e

0

de R

0

(puisque D est �a profondeur 0 dans

R). On peut don
 appliquer l'hypoth�ese d'indu
tion �a R

0

, d de type D,

e

0

: puisque e

0

(d) = fy

1

g, on aura jy

1

j

A

= e

0

(d

1

) [ : : : [ e

0

(d

k

). Le fait que

8i 2 f1; : : : ; kg e(d

i

) = e

0

(d

i

) permet alors de 
on
lure.

Si n est un lien der�eli
tion, alors C =?D, et par hypoth�ese A est sous-formule

de D. Soit R

0

un sous-r�eseau de R ayant l'arête d de type D (pr�emisse de n

dans R) parmi ses 
on
lusions. 8i 2 f1; : : : ; kg d

i

2 G

R

0

d

. Si y = fy

0

g, alors

par le lemme 9.1.3 jyj

A

= jy

0

j

A

. La restri
tion de e �a R

0

est une exp�erien
e

e

0

de R

0

(puisque D est �a profondeur 0 dans R). On peut don
 appliquer

l'hypoth�ese d'indu
tion �a R

0

, d de type D, e

0

: puisque e

0

(d) = fy

0

g, on aura

jy

0

j

A

= e

0

(d

1

)[ : : :[ e

0

(d

k

). Le fait que 8i 2 f1; : : : ; kg e(d

i

) = e

0

(d

i

) permet

alors de 
on
lure.

Si n est un lien a�aiblissement, alors 8i 2 f1; : : : ; kg e(d

i

) = ; et jyj

A

= ;.
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Si n est un lien pal (resp. un lien pax), alors C =!D (resp. C =?D). Soit

d de type D (resp. de type ?D) la pr�emisse de n et soit R

0

le plus grand

sous-r�eseau de R 
ontenu dans la bô�te dont n est une pal (resp. une pax).

8i 2 f1; : : : ; kg d

i

2 G

R

0

d

. Soient e

1

; : : : ; e

h

les h exp�erien
es de R

0

t.q.

e

i

(d) = fy

i

g et y = fy

1

; : : : ; y

h

g (resp. t.q. e

i

(d) = fy

i

g et y = y

1

[ : : :[ y

h

).

On peut appliquer l'hypoth�ese d'indu
tion �a R

0

, d de type D (resp. de type

?D), e

i

8i 2 f1; : : : ; hg : on aura jy

i

j

A

= e

i

(d

1

) [ : : : [ e

i

(d

k

). Par le lemme

9.1.1 (on utilise le fait que dans tous les 
as A est sous-formule de D) jyj

A

=

jy

1

j

A

[ : : : [ jy

h

j

A

= e

1

(d

1

) [ : : : [ e

1

(d

k

) [ : : : [ e

h

(d

1

) [ : : : [ e

h

(d

k

). Par le

lemme 6.3.2 on a par ailleurs e(d

i

) = e

1

(d

i

) [ : : : [ e

h

(d

i

) 8i 2 f1; : : : ; hg.

D'o�u jyj

A

= e(d

1

) [ : : : [ e(d

k

).

Si n est un lien 
ontra
tion d'arit�e h, alors C =?D. Soient 


1

; : : : ; 


h

les h

pr�emisses de n de type C, soit R

0

un sous-r�eseau de R ayant 


1

; : : : ; 


h

parmi

ses 
on
lusions et soit e

0

la restri
tion de e �a R

0

. On a y = y

1

[ : : : [ y

h

,

ave
 e

0

(


j

) = fy

j

g 8j 2 f1; : : : ; hg. On a G

R

0




= G

R

0




1

[ : : : [ G

R

0




h

[ fng [

f
g. Par 
ons�equent, 8i 2 f1; : : : ; kg il existe un unique j 2 f1; : : : ; hg t.q.

d

i

2 G

R

0




j

. On peut don
 renommer les arêtes d

1

; : : : ; d

k

de telle sorte que

fd

1

; : : : ; d

k

g = fd

1

1

; : : : ; d

1

l

1

; : : : ; d

h

1

; : : : ; d

h

l

h

g o�u d

j

i

2 G

R

0




j

. On peut appliquer

l'hypoth�ese d'indu
tion �a R

0

, e

0

, 


j

de type C 8j 2 f1; : : : ; hg : on aura

jy

j

j

A

= e

0

(d

j

1

) [ : : : [ e

0

(d

j

l

j

). Par le lemme 9.1.2 (on utilise le fait que par

hypoth�ese A est sous-formule de D), on a jyj

A

= jy

1

j

A

[ : : :[jy

h

j

A

= e

0

(d

1

1

)[

: : :[e

0

(d

1

l

1

)[: : :[e

0

(d

h

1

)[: : :[e

0

(d

h

l

h

) = e

0

(d

1

)[: : :[e

0

(d

k

) = e(d

1

)[: : :[e(d

k

).

�

9.2 Le 
as de la s�emantique relationnelle

Les deux propositions suivantes sont vraies aussi pour la s�emantique 
oh�erente,

mais nous n'en ferons pas usage. L'uniformit�e de la s�emantique 
oh�erente

nous fournira en e�et un instrument bien plus puissant : la proposition 9.3.5.

9.2.1. Proposition. Soient e et e

0

deux exp�erien
es du r�eseau R de 
on
lu-

sions respe
tives 
 et 


0

.

Si e est une 1-exp�erien
e de R et 
 = 


0

, alors e

0

est aussi une 1-exp�erien
e

de R.

D�emonstration : Pour prouver que e

0

est une 1-exp�erien
e, il suÆra de

prouver que e

0

satisfait la 
ondition (2) de la d�e�nition 8.1.1. Ce
i n'est

qu'une simple 
ons�equen
e du lemme 9.1.4 : soit a

0


on
lusion de R

0

et




0

2 G

R

0

a

0

de type !C. Si z

0

2 e(


0

) n'est pas un singleton, alors z

0

2 je(a

0

)j

!C

=



9.2. LE CAS DE LA S

�

EMANTIQUE RELATIONNELLE 157

je(a)j

!C

(o�u a est l'arête 
on
lusion de R 
orrespondant �a a

0

, 
f. remarque

6.2.2). Don
 il existe une arête 
 2 G

R

a

t.q. z

0

2 e(
), 
ontredisant le fait que

e est une 1-exp�erien
e de R. Si e(
) = ;, on raisonne de la même fa�
on (
f.

aussi la d�emonstration de la proposition 9.2.2). �

9.2.2. Proposition. Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions.

Soit e (resp. e

0

) une exp�erien
e de R (resp. de R

0

) de 
on
lusion 
 (resp. 


0

).

Si e

0

est une n-exp�erien
e obsessionnelle simple de R

0

ave
 n > 1 et si 
 = 


0

,

alors e est une n-exp�erien
e obsessionnelle simple de R.

D�emonstration : Supposons par absurde que e ne soit pas une n-exp�erien
e

obsessionnelle de R. Alors (par d�e�nition), e ne v�eri�e pas une des deux


onditions de la d�e�nition de n-exp�erien
e obsessionnelle, 
.�a.d. qu'on a une

des possibilit�es suivantes :

(1) il existe une arête a de type atomique X dans R et il existe x

1

; x

2

2 e(a)

t.q. x

1

6= x

2

(2) il existe une arête d de type !D de R telle que e(d) = ;

(3) il existe une arête d de type !D de R et y 2 e(d) t.q. 
ard(y) 6= n

Remarquons que dans le 
as (2), il existe une arête d de type !D de R t.q.

; 2 e(d), don
 
e 
as est en fait un 
as parti
ulier du 
as (3) ave
 y = ;.

Dans le 
as (3), appelons 
 l'arête de type C 
on
lusion de R telle que

d 2 G

R




et soit e(
) = ftg. Par le lemme 9.1.4 y 2 jtj

!D

. Si on appelle 


0

l'arête 
on
lusion de R

0

de type C 
orrespondant �a 
, on a e(
) = e

0

(


0

). En

appliquant de nouveau le lemme 9.1.4 on d�eduit l'existen
e de d

0

arête de

R

0

de type !D t.q. y 2 e

0

(d

0

), et e

0

n'est pas une n-exp�erien
e obsessionnelle.

Dans le 
as (1), appelons 
 l'arête de type C 
on
lusion de R et telle que

a 2 G

R




et soit e(
) = ftg. Par le lemme 9.1.4, x

1

2 jtj

X

et x

2

2 jtj

X

. Si

on appelle 


0

l'arête de R

0

de type C 
orrespondant �a 
, on a e(
) = e

0

(


0

).

En appliquant de nouveau le lemme 9.1.4 on d�eduit l'existen
e de a

0

1

arête

de R

0

de type atomique X t.q. x

1

2 jtj

X

et l'existen
e de a

0

2

arête de R

0

de

type atomique X t.q. x

2

2 jtj

X

. Remarquons que �a priori rien ne garantit

que a

0

1

= a

0

2

. Mais alors même si e

0

est une n-exp�erien
e obsessionnelle, 
e

n'est 
ertainement pas une n-exp�erien
e obsessionnelle simple. �

La 
onje
ture qui suit (et dont nous n'avons pas de preuve pour l'instant) est,

dans le 
adre de la s�emantique 
oh�erente, une 
ons�equen
e de la propri�et�e

d'uniformit�e (
f. proposition 9.3.5).
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9.2.3 Conje
ture

Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions. Soit e (resp. e

0

) une

exp�erien
e de R (resp. de R

0

) de 
on
lusion 
 (resp. 


0

).

Si e

0

est une n-exp�erien
e obsessionnelle (quel
onque) de R

0

ave
 n > 1 et si


 = 


0

, alors il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle e

1

de R de 
on
lusion


.

9.3 Le 
as de la s�emantique 
oh�erente

Nous avons d�ej�a dit que la s�emantique 
oh�erente est uniforme, et que 
'est

pr�e
is�ement 
e qui la di��eren
ie de la s�emantique relationnelle.

Le lemme suivant est une fa�
on d'exprimer 
ette uniformit�e, qui dans notre


ontexte prendra surtout la forme de la proposition 9.3.5.

9.3.1. Lemme. (Propri�et�e d'uniformit�e) Supposons que le r�eseau R soit

une bô�te B de 
on
lusions l'arête d de type !D et les arêtes d

1

; : : : ; d

k

de

types respe
tifs ?D

1

; : : : ; ?D

k

. Appelons d

0

(resp. d

0

1

; : : : ; d

0

k

) la pr�emisse de

la porte prin
ipale de B (resp. les pr�emisses des pax de 
on
lusions d

1

; : : : ; d

k

de B) : d

0

; d

0

1

; : : : ; d

0

k

sont les 
on
lusions de R

B

. Soit e une exp�erien
e de R

t.q. e(d) = ffy

1

; : : : ; y

n

gg, et soient e

1

; : : : ; e

n

les n exp�erien
es de R

B

t.q.

8i 2 f1; : : : ; ng e

i

(d

0

) = fy

i

g. Appelons en�n y

i

; t

i

1

; : : : ; t

i

k

la 
on
lusion de

l'exp�erien
e e

0

i

de R

B

8i 2 f1; : : : ; ng.

Si, pour i

1

; i

2

2 f1; : : : ; ng on a y

i

1

= y

i

2

, alors 8j 2 f1; : : : ; kg on a t

i

1

j

= t

i

2

j

.

D�emonstration : Les 
on
lusions des exp�erien
es e

1

; : : : ; e

n

de R

B

sont

�el�ements d'une même 
lique de l'espa
e 
oh�erent A = D

}

?D

1

}

: : :

}

?D

k

,

don
 (y

i

1

; t

i

1

1

; : : : ; t

i

1

k

)

a

`

(y

i

2

; t

i

2

1

; : : : ; t

i

2

k

)(A). Par ailleurs, 8j 2 f1; : : : ; kg l'�etiquette

asso
i�ee par e �a la 
on
lusion d

j

de type ?D

j

de R est t

1

j

[ : : : [ t

n

j

qui est

un �el�ement de j?D

j

j = D

?

j

. Don
 en parti
ulier t

i

1

j

[ t

i

2

j

est une 
lique de

D

?

j

, 
.�a.d. que t

i

1

j

`

a

t

i

2

j

(?D

j

). Mais alors, pour au
un j 2 f1; : : : ; kg on aura

t

i

1

j

a

t

i

2

j

(?D

j

). Puisque par ailleurs y

i

1

= y

i

2

on n'a pas non plus y

i

1

a

y

i

2

. La

seule possibilit�e pour que (y

i

1

; t

i

1

1

; : : : ; t

i

1

k

)

a

`

(y

i

2

; t

i

2

1

; : : : ; t

i

2

k

)(A) est alors que

8j 2 f1; : : : ; kg t

i

1

j

= t

i

2

j

. �

9.3.2. Lemme. Soit n un entier stri
tement positif. Soit e

0

une exp�erien
e

du r�eseau R de r�esultat 
 t.q. pour toute arête 
 de type !C de R, si on

appelle 


0

(de type C) la pr�emisse du lien pal dont 
 est 
on
lusion, on a :
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(1) e

0

(
) 6= ;

(2) pour tout y 2 e

0

(
), il existe z 2 e

0

(


0

) t.q. y = fn[z℄g.

Alors il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle e de R de 
on
lusion 
.

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur une s�equentialisation du

r�eseau R.

Si R est un axiome, le lemme est vrai.

Autrement, soit n un lien terminal deR, 
.�a.d. tel qu'il existe une s�equentialisation

de R dont la derni�ere r�egle 
orrespond �a n. Si R n'est pas une bô�te, alors

n = 
;

}

; ?de; ?
o; ?w, et le r�esultat est une appli
ation de l'hypoth�ese d'in-

du
tion. En guise d'exemple, nous allons 
onsid�erer les 
as n = 
 et n =?
o.

Si n = 
, appelons R

1

et R

2

les deux sous-r�eseaux de R de 
on
lusions

respe
tives �

1

, A

1

et �

2

, A

2

obtenus �a partir de R en e�a�
ant le lien 


terminal n et sa 
on
lusion. Appelons e

0

1

(resp. e

0

2

) la restri
tion de e

0

au

r�eseau R

1

(resp. R

2

). Par hypoth�ese d'indu
tion, il existe une n-exp�erien
e

obsessionnelle e

1

(resp. e

2

) de R

1

(resp. R

2

) de même 
on
lusion que e

0

1

(resp. e

0

2

). La n-exp�erien
e obsessionnelle e de R 
her
h�ee est alors obtenue

de fa�
on �evidente �a partir de e

1

et e

2

.

Si n =?
o, appelonsR

1

le sous-r�eseau de R obtenu �a partir de R en e�a�
ant le

lien ?
o terminal n et sa 
on
lusion. Appelons e

0

1

la restri
tion de e

0

au r�eseau

R

1

. Par hypoth�ese d'indu
tion, il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle e

1

de R

1

de même 
on
lusion que e

0

1

. L'exp�erien
e e de R 
her
h�ee est alors

obtenue de fa�
on �evidente �a partir de e

1

. Il est important de remarquer,

dans 
e 
as, que la 
ompatibilit�e des �etiquettes asso
i�ees par e

1

aux arêtes


on
lusions de R

1

et pr�emisses de n est assur�ee par l'hypoth�ese d'indu
tion :


e sont les mêmes �etiquettes que l'exp�erien
e e

0

asso
ie �a 
es arêtes.

Consid�erons en�n le 
as o�u R est une bô�te B de 
on
lusions l'arête d de

type !D et les arêtes d

1

; : : : ; d

k

de types respe
tifs ?D

1

; : : : ; ?D

k

. Appelons d

0

(resp. d

0

1

; : : : ; d

0

k

) la pr�emisse de la porte prin
ipale de B (resp. les pr�emisses

des pax de 
on
lusions d

1

; : : : ; d

k

de B) : d

0

; d

0

1

; : : : ; d

0

k

sont les 
on
lusions de

R

B

. Par hypoth�ese e

0

(d) = ffn[y℄gg. Il existe don
 n exp�erien
es e

0

1

; : : : ; e

0

n

de R

B

t.q. 8i 2 f1; : : : ; ng e

0

i

(d

0

) = fyg. Soit alors y; t

i

1

; : : : ; t

i

k

la 
on
lusion

de l'exp�erien
e e

0

i

de R

B

8i 2 f1; : : : ; ng. Nous allons prouver que :

(a) 8i

1

; i

2

2 f1; : : : ; ng 8j 2 f1; : : : ; kg on a t

i

1

j

= t

i

2

j

(b) 8i 2 f1; : : : ; ng il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle e

i

de R

B

de

même 
on
lusion que e

0

i

.

(a) est une appli
ation de la propri�et�e d'uniformit�e (lemme 9.3.1). Par hy-

poth�ese d'indu
tion, il suÆra de prouver que 8i 2 f1; : : : ; ng l'exp�erien
e

e

0

i

de R

B

satisfait les hypoth�eses (1) et (2) du lemme. Si pour une 
ertaine

arête 
 de R

B

e

0

i

(
) = ;, alors il existe for
�ement une arête g de type !G de
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R

B

telle que ; 2 e

0

i

(g). Mais par le lemme 6.3.2, on aurait alors ; 2 e

0

(g),


e qui 
ontredit l'hypoth�ese (2) du lemme. De même, supposons qu'il existe

une arête 
 de type !C et y 2 e

0

i

(
) t.q. 8z 2 e

0

i

(


0

) y 6= fn[z℄g, o�u 


0

est

l'arête de R

B

pr�emisse du lien promotion dont 
 est 
on
lusion. Dans 
e 
as,

la 
ardinalit�e de y (en tant que multiensemble) est di��erente de n ou bien

il existe z

1

; z

2

2 e

0

i

(


0

) t.q. z

1

6= z

2

et z

1

; z

2

2 y. Par le lemme 6.3.2, dans

les deux 
as il existe y 2 e

0

(
) t.q. 8z 2 e

0

(


0

) y 6= fn[z℄g, 
e qui 
ontredit

l'hypoth�ese du lemme.

Soit don
 e

1

une n-exp�erien
e obsessionnelle de R

B

de même r�esultat que

e

0

1

(et don
 que toutes les e

0

i

par la propri�et�e (a) 
i-dessus). On d�e�nit

l'exp�erien
e e de R 
omme l'unique n-exp�erien
e obsessionnelle de R ob-

tenue �a partir de la n-exp�erien
e obsessionnelle e

1

de R

B

. �

9.3.3. Remarque. (i) Si le th�eor�eme de Duquesne et Van de Wiele (
f. re-

marque 6.2.7) s'�etend �a MELL, alors le lemme pr�e
�edent permet d'aÆrmer

(�a la lumi�ere de la proposition 8.1.6) que dans le 
as 
oh�erent on peut substi-

tuer les 
onditions (1) et (2) de la d�e�nition de n-exp�erien
e obsessionnelle

par l'hypoth�ese du lemme.

(ii) Soit e (resp. e

0

) une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau R (resp. du

r�eseau R

0

) et soit a (resp. a

0

) une arête de R (resp. de R

0

) 
on
lusion du

lien m (resp. m

0

) dont les pr�emisses sont a

1

; : : : ; a

k

(resp. a

0

1

; : : : ; a

0

k

), ave


k � 0.

Si m et m

0

sont des liens du même type et si 8i 2 f1; : : : ; kg e(a

i

) = e

0

(a

i

),

alors e(a) = e

0

(a

0

).

Remarquons au passage que 
e
i est faux si e et e

0

ne sont pas n-obsessionnelles.

D�emonstration : On montre (ii). Soit x 2 e(a) (resp. x

0

2 e

0

(a

0

)). 8i 2

f1; : : : ; kg il existe x

i

2 e(a

i

) (resp. x

0

i

2 e

0

(a

0

i

)) t.q. x (resp. x

0

) s'obtient selon

les modalit�es relatives au type du lien m (resp. m

0

) �a partir de (x

1

; : : : ; x

k

)

(resp. de (x

0

1

; : : : ; x

0

k

)). Par la proposition 8.1.6 8i 2 f1; : : : ; kg, de e(a

i

) =

e

0

(a

0

i

) on peut d�eduire x

i

= x

0

i

. Mais alors puisquem etm

0

sont de même type

on aura for
�ement x = x

0

. Par ailleurs, puisque 8i 2 f1; : : : ; kg e(a

i

) = e

0

(a

0

i

),

la proposition 8.1.6 permet d'aÆrmer que a

i

et a

0

i

ont la même profondeur.

Don
 a et a

0

ont aussi la même profondeur. Et alors e(a) = e

0

(a

0

).

La propri�et�e est fausse si on omet l'hypoth�ese e et e

0

n-exp�erien
e obses-

sionnelles : prenons par exemple k = 2, m et m

0

de type 
, e(a

1

) = e

0

(a

0

1

) =

fx

1

; x

2

g et e(a

2

) = e

0

(a

0

2

) = fy

1

; y

2

g, ave
 x

1

6= x

2

et y

1

6= y

2

. On peut tr�es

bien avoir e(a) = f(x

1

; y

1

); (x

2

; y

2

)g et e

0

(a

0

) = f(x

1

; y

2

); (x

2

; y

1

)g. �
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9.3.4. Proposition. Soit R un r�eseau, 
 2 [R℄ et n un entier stri
tement

positif. Les deux aÆrmations suivantes sont �equivalentes :

(i) Pour toute arête a de type A 
on
lusion de R et pour toute (o

urren
e

de) sous-formule !C de A, si x est l'�etiquette de 
 asso
i�ee �a a, on a :

si z 2 jxj

!C

, alors il existe t 2 jCj t.q. z = fn[t℄g.

(ii) Il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle e

1

de R de r�esultat 
.

D�emonstration : Soit e

1

une n-exp�erien
e obsessionnelle de R de r�esultat


, et a une arête de type A 
on
lusion de R. Soit !C une (o

urren
e de)

sous-formule de A et x l'�etiquette que e

1

asso
ie �a a. Par la proposition 9.1.5,

jxj

!C

= e

1

(


1

)[ : : :[e

1

(


k

), o�u 


1

; : : : ; 


k

sont les k arêtes (k � 1) de type !C

t.q. 8i 2 f1; : : : ; kg on a 


i

2 G

R

a

. Si z 2 jxj

!C

, alors il existe i 2 f1; : : : ; kg

t.q. z 2 e

1

(


i

). Par la remarque 8.1.7 (i), on a don
 bien z = fn[t℄g, pour un


ertain t 2 jCj.

R�e
iproquement, soit e une exp�erien
e de R de r�esultat 
. On montre que e

v�eri�e les hypoth�eses du lemme 9.3.2, en appliquant le lemme 9.1.4.

Supposons par absurde que e ne satisfasse pas les hypoth�eses du lemme 9.3.2.

Il existe alors une arête 
 de type !C 
on
lusion d'un lien porte prin
ipale

de pr�emisse 


0

satisfaisant une des deux 
onditions suivantes :

(1) e(
) = ;

(2) 9y 2 e(
) t.q. 8z 2 e(


0

) y 6= fn[z℄g.

Dans le 
as (1), e n'est pas d�e�nie sur l'arête 
 de R. Par le lemme 6.3.3,

il existe don
 une bô�te B de R t.q. si on appelle d la 
on
lusion de type

!D de la pal de B, alors e(d) = fm[;℄g, pour un 
ertain entier non nul m.

Appelons a de type A la 
on
lusion de R telle que d 2 G

R

a

et soit x 2 jAj

tel que e(a) = fxg. Le lemme 9.1.4 appliqu�e �a e donne ; 2 jxj

!D

, 
e qui


ontredit (i).

Dans le 
as (2), on a deux possibilit�es :

(2.1) 9y 2 e(
) t.q. 
ard(y) 6= n

(2.2) 9y 2 e(
) t.q. 
ard(y) = n et 9z

1

; z

2

2 e(


0

), z

1

6= z

2

t.q. z

1

; z

2

2 y.

Dans les deux 
as, appelons a de type A la 
on
lusion de R telle que 
 2 G

R

a

et soit x 2 jAj tel que e(a) = fxg. Le lemme 9.1.4 appliqu�e �a e donne

y 2 jxj

!C

, 
e qui 
ontredit �a nouveau (i). �

9.3.5. Proposition. Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions.

Soit e (resp. e

0

) une exp�erien
e de R (resp. de R

0

) de 
on
lusion 
 (resp. 


0

).

Si e

0

est une n-exp�erien
e obsessionnelle de R

0

et si 
 = 


0

, alors il existe

une exp�erien
e e

1

de R de 
on
lusion 
 = 


0

qui est une n-exp�erien
e obses-

sionnelle.
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D�emonstration : Il suÆt de montrer que le r�esultat 
 de e satisfait (i) de la

proposition 9.3.4. Ce
i est �a peu pr�es �evident, puisque e

0

est n-obsessionnelle

et son r�esultat 


0

= 
 satisfait don
 (i) de la proposition 9.3.4. �

9.3.6. Remarque. Il est probable qu'au prix d'un (petit ?) e�ort te
hnique

on puisse prouver que dans les �enon
�es des deux propositions pr�e
�edentes,

e elle-même est une n-exp�erien
e obsessionnelle. D'ailleurs, si le th�eor�eme

de Duquesne et Van de Wiele (
f. remarque 6.2.7) peut s'�etendre �a MELL,

alors 
e
i est �evident (puisque e = e

1

).



Chapitre 10

Bilan sur l'inje
tivit�e :

r�esultats et 
onje
tures

Arriv�es �a 
e stade de l'analyse, nous faisons un bilan. Nous montrons que

tant pour la s�emantique 
oh�erente que pour la s�emantique relationnelle,

l'interpr�etation d'un r�eseau standard R (sans a�aiblissements) permet de

re
onstruire R \aux liens axiome pr�es" (th�eor�emes 10.1.1 et 10.2.3).

Pour la s�emantique relationnelle, nous montrons qu'un r�eseau standard sans

a�aiblissements est seul dans sa \
lasse d'�equivalen
e s�emantique" lorsqu'il

ne 
ontient pas de 
ontra
tions (th�eor�eme 10.1.4), de même que lorsqu'il ne


ontient pas de bô�tes (th�eor�eme 10.1.3).

Pour la s�emantique 
oh�erente, nous prouvons qu'un r�eseau R standard et

sans a�aiblissements est seul dans sa \
lasse d'�equivalen
e s�emantique" lors-

qu'il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle inje
tive de R (th�eor�eme 10.2.4).

C'est pr�e
is�ement la question de l'existen
e d'une telle exp�erien
e qui nous

o

upera dans les 
hapitres 11, 12, 13 et 14.

Avant de faire le point, nous allons prouver la proposition suivante, qui

utilise une 
ara
t�erisation tr�es simple des bô�tes exponentielles en l'absen
e

d'a�aiblissements.

10.0.7. Proposition. Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions

ne 
ontenant au
un lien a�aiblissement.

Si SPL(R) = SPL(R

0

), alors R = R

0

.

D�emonstration : Nous utiliserons la 
ara
t�erisation suivantes des bô�tes :

163
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Soit l (resp. m) un lien pax ou pal de profondeur p dans le r�eseau T (T

ne 
ontenant au
un lien a�aiblissement). Les liens l et m sont deux portes

d'une même bô�te si et seulement si il existe un 
hemin orient�e quel
onque

(pas for
�ement 
omme dans la d�e�nition 2.1.1) ayant l 
omme premier lien

et m 
omme dernier lien et dont tous les autres liens sont �a profondeur

stri
tement sup�erieure �a p.

Nous laissons au le
teur le soin de se 
onvain
re que la propri�et�e 
i-dessus

est e�e
tivement 
ara
t�eristique de deux portes quel
onques d'une même

bô�te.

La 
on
lusion est alors une simple 
ons�equen
e du fait que les 
hemins quel-


onques de SPL(T ) sont exa
tement 
eux de T , pour tout r�eseau T . �

10.1 Bilan pour la s�emantique relationnelle

Relativement �a la s�emantique relationnelle, nous avons le

10.1.1. Th

�

eor

�

eme. Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions. Si

[R℄ = [R

0

℄, alors SPLO(R) = SPLO(R

0

) et SPP (R) = SPP (R

0

).

D�emonstration : Soit h l'arit�e maximale des liens 
ontra
tion de R et R

0

,

et soit n > h si h � 2 et n = 1 autrement. Il existe 
ertainement une n-

exp�erien
e obsessionnelle simple de R (nous sommes dans le 
as relationnel),

puisque R est sans 
oupures (
f. (iv) de la remarque 6.2.2). Soit don
 e

n

une

telle exp�erien
e. Puisque [R℄ = [R

0

℄, il existe une exp�erien
e e

0

n

de R

0

de

même 
on
lusion que e

n

. Si n = 1 (resp. n > 1), alors la proposition 9.2.1

(resp. 9.2.2) permet d'aÆrmer que e

0

n

est une n-exp�erien
e obsessionnelle

simple de R

0

. Le 
orollaire 8.3.9 permet alors de 
on
lure que SPLO(R) =

SPLO(R

0

).

Montrons maintenant que SPP (R) = SPP (R

0

). Soit e

1

une 1-exp�erien
e

inje
tive de R (qui existe 
ertainement pour les raisons �evoqu�ees 
i-dessus).

Puisque [R℄ = [R

0

℄, il existe une exp�erien
e e

0

1

de R

0

de même 
on
lusion

que e

1

. La proposition 9.2.1 permet d'aÆrmer que e

0

1

est une 1-exp�erien
e

de même 
on
lusion que e. On en d�eduit (grâ
e au 
orollaire 8.2.3) que

SPPO(R) = SPPO(R

0

) et e

1

j

SPPO(R)

= e

0

1

j

SPPO(R

0

)

. L'inje
tivit�e de e

1

(don
 de e

0

1

) permet de 
on
lure que SPP (R) = SPP (R

0

). �

10.1.2. Remarque. Il existe des r�eseaux R et R

0

pour lesquels SPP (R) =

SPP (R

0

), SPLO(R) = SPLO(R

0

), et pourtant R 6= R

0

. Ce
i est essentiel-

lement dû au fait que G

R

a

et GP

R

a

sont des 
lasses d'�equivalen
es d'arbres,
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omme nous l'avons pr�e
is�e dans la remarque 7.2.4 (
f. aussi la preuve du

th�eor�eme 10.1.4).

10.1.3. Th

�

eor

�

eme. Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions, et

supposons que dans les types de 
es 
on
lusions il n'y ait au
une o

urren
e

de l'exponentielle bien sûr.

Si [R℄ = [R

0

℄, alors R = R

0

.

D�emonstration : On applique le th�eor�eme pr�e
�edent. Dans notre 
as,

puisque R ne 
ontient pas de bô�tes on aura : R = SPP (R) = SPP (R

0

) =

R

0

. �

10.1.4. Th

�

eor

�

eme. Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions,

et supposons que R ne 
ontienne au
un lien a�aiblissement ni au
un lien


ontra
tion.

Si [R℄ = [R

0

℄, alors R = R

0

.

D�emonstration : Puisqu'il n'y a pas de 
ontra
tions dans R (et don


dans R

0

puisque par le th�eor�eme 10.1.1 SPP (R) = SPP (R

0

)), les graphes

des arêtes 
on
lusion de R et de R

0

ne sont pas des 
lasses d'�equivalen
e

d'arbres mais tout simplement des arbres.

Reprenons �a la lumi�ere de 
ette remarque la d�emonstration du th�eor�eme

10.1.1. Soient a et a

0

deux arêtes 
on
lusions de R et de R

0

respe
tivement,

et qui se 
orrespondent grâ
e �a l'�egalit�e [R℄ = [R

0

℄ (
f. remarque 6.2.2). On

aura par le th�eor�eme 10.1.1 G

R

a

= G

R

0

a

0

. Soit maintenant e

1

une 1-exp�erien
e

inje
tive de R et e

0

1

la 1-exp�erien
e inje
tive de R

0

de même 
on
lusion que e

1

dont il est question dans la preuve du th�eor�eme 10.1.1. On aura en parti
ulier

e

1

(a) = e

1

(a

0

). Puisqu'il n'y a pas de liens 
ontra
tion dans R et dans R

0

l'�egalit�e G

R

a

= G

R

0

a

0

est une �egalit�e d'arbres, et l'�egalit�e e

1

j

GP

R

a

= e

0

1

j

GP

R

0

a

0

induit une unique bije
tion entre les arêtes de type atomique de GP

R

a

et


elles de GP

R

0

a

0

, 
.�a.d. entre les arêtes de type atomique de G

R

a

et 
elles de

G

R

0

a

0

.

Remarquons que lorsque 
es graphes sont des 
lasses d'�equivalen
e il y a en

g�en�eral plusieurs bije
tions possibles.

Cette unique bije
tion entre les arêtes de SPLO(R) et 
elles de SPLO(R

0

)

permet d'aÆrmer que SPL(R) = SPL(R

0

), et don
 par la proposition 10.0.7

que R = R

0

. �
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10.1.5. Remarque. Bien que les deux th�eor�emes pr�e
�edents soient des

r�esultats partiels, ils le sont peut-être moins qu'ils n'en ont l'air : R et R

0

sont en e�et standard, et il se pourrait que 
e soient les formes normales de

r�eseaux qui, eux, 
ontiennent des bô�tes ou des liens ?
o et ?w.

Si la 
onje
ture 9.2.3 est vraie, on en d�eduit la

10.1.6 Conje
ture

Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions ne 
ontenant au
un lien

a�aiblissement. Si [R℄ = [R

0

℄, alors R = R

0

.

\D�emonstration :" On suppose qu'on a prouv�e la 
onje
ture 9.2.3.

Soit h l'arit�e maximale des liens 
ontra
tion de R et R

0

, et soit n > h (on

suppose que h � 2, puisque dans le 
as 
ontraire le th�eor�eme 10.1.1 r�esoud

la question).

Soit alors e

n

une n-exp�erien
e obsessionnelle inje
tive (qui existe pour les

raisons usuelles) de R. Puisque [R℄ = [R

0

℄, il existe une exp�erien
e e

0

de R

0

de

même 
on
lusion que e

n

. La 
onje
ture 9.2.3 nous dit qu'il existe alors e

0

n

de

même 
on
lusion que e

n

et e

0

qui est n-obsessionnelle. Le 
orollaire 8.3.9 per-

met de 
on
lure que SPLO(R) = SPLO(R

0

) et e

n

j

SPLO(R)

= e

0

n

j

SPLO(R

0

)

.

De l'inje
tivit�e de e

n

(don
 de e

0

n

) on d�eduit SPL(R) = SPL(R

0

), et la

proposition 10.0.7 donne en�n R = R

0

. �

10.2 Bilan pour la s�emantique 
oh�erente

Contrairement au 
as relationnel, l'existen
e d'une exp�erien
e simple ou in-

je
tive n'est pas �evidente dans le 
as 
oh�erent, et 
e �a 
ause de \l'uniformit�e"

de la s�emantique 
oh�erente : même pour les exp�erien
es obsessionnelles,

même pour les r�eseaux standard, nous ne sommes pas assur�es �a priori que

les �etiquettes des pr�emisses d'un lien 
ontra
tion satisfassent la 
ontrainte

re
quise par la d�e�nition 6.2.1. On peut voir 
ette diÆ
ult�e 
omme le \prix

�a payer" pour la simpli
it�e ave
 laquelle nous avons prouv�e la proposition

9.3.5.

On va don
 
ommen
er par d�emontrer qu'il existe pour tout r�eseau de

MELL une exp�erien
e simple 
oh�erente (proposition 10.2.2).

Notation : Si e est une n-exp�erien
e obsessionnelle du r�eseau R et a est

une arête de R, on notera �a partir de maintenant je(a)j l'unique �el�ement de

e(a). Nous n'avons pas introduit avant 
ette notation (qui devient d�esormais
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indispensable) pour ne pas 
r�eer de 
onfusion ave
 la notion de proje
tion

de la d�e�nition 6.3.5.

10.2.1. Lemme. Soit R un r�eseau, a et a

0

deux arêtes de R de type A. Soit

e une n-exp�erien
e obsessionnelle de R.

Si 8� 2 G

a

, et 8�

0

2 G

a

0

, ave
 � et �

0

de même type atomique, on a

je(�)j = je(�

0

)j, alors je(a)j

`

a

je(a

0

)j(A).

D�emonstration : Par indu
tion sur p = s(G

a

) + s(G

a

0

), o�u pour toute

arête b de R s(G

b

) = nombre d'arêtes de G

b

.

Si p = 2, alors a et a

0

sont 
on
lusions de deux liens axiome et par hypoth�ese

je(a)j

`

a

je(a

0

)j(A).

Autrement il va falloir distinguer di�erents 
as pour la formule A :

Si A = B 
 C (resp. A = B

}

C), appelons b et b

0

les pr�emisses de type B

des lien 
 (resp.

}

) dont a et a

0

sont 
on
lusions, et 
 et 


0

les pr�emisses de

type C de 
es mêmes liens. L'hypoth�ese d'indu
tion appliqu�ee �a G

b

, G

b

0

et

�a G




, G




0

donne je(b)j

`

a

je(b

0

)j(B) et je(
)j

`

a

je(


0

)j(C). Tant dans le 
as du 


que dans le 
as du

}

, 
e
i permet de 
on
lure je(a)j

`

a

je(a

0

)j(A).

Si A =!B, appelons b et b

0

les pr�emisses de type B des liens promotion

dont a et a

0

sont 
on
lusions. L'hypoth�ese d'indu
tion appliqu�ee �a G

b

, G

b

0

donne je(b)j

`

a

je(b

0

)j(B). Si je(b)j = je(b

0

)j, alors je(a)j = je(a

0

)j. Si par 
ontre

je(b)j

`

je(b

0

)j(B), alors tout multiensemble 
ontenant je(b)j et je(b

0

)j n'est

pas une 
lique de B : 
e sera le 
as notamment pour je(a)j [ je(a

0

)j, et don


je(a)j

`

je(a

0

)j(A). Dans tous les 
as on aura don
 bien je(a)j

`

a

je(a

0

)j(A).

Si A =?B, lorsque a ou/et a

0

est 
on
lusion d'un lien a�aiblissement on

a ;

`

a

je(a

0

)j(?B) ou/et je(a)j

`

a

;(?B). Lorsque ni a ni a

0

n'est 
on
lusion

d'un a�aiblissement, appelons b

1

; : : : ; b

k

les pr�emisses des k liens der�eli
tion

au-dessus de a (on aura �eventuellement k = 1), et b

0

1

; : : : ; b

0

h

les pr�emisses

des h liens der�eli
tion au-dessus de a

0

(on aura �eventuellement h = 1).

Remarquons que tous les b

i

peuvent être parmi les b

0

j

ou/et r�e
iproquement.

Puisque 8i 2 f1; : : : ; kg et 8j 2 f1; : : : ; hg les arêtes b

i

et b

0

j

sont de type

B, l'hypoth�ese d'indu
tion appliqu�ee �a G

b

i

et G

b

0

j

donne je(b

i

)j

`

a

je(b

0

j

)j(B).

Nous savons que 8x 2 je(a)j 9i 2 f1; : : : ; kg t.q. x = je(b

i

)j et 8y 2 je(a

0

)j

9j 2 f1; : : : ; hg t.q. y = je(b

0

j

)j. On d�eduit alors de 
e qui pr�e
�ede que

8x 2 je(a)j et 8y 2 je(a

0

)j x

`

a

y(B) i.e. x

a

`

y(B

?

). Don
 je(a)j [ je(a

0

)j est

une 
lique de B

?


.�a.d. je(a)j

`

a

je(a

0

)j(?B). �

10.2.2. Proposition. Soit R un r�eseau. 8n � 1 il existe une exp�erien
e

obsessionnelle simple de degr�e n de R.
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D�emonstration : Soit X un espa
e 
oh�erent et x 2 jXj. Si on interpr�ete

toutes les formules atomique de R par l'espa
e X et si on asso
ie �a tous

les axiomes l'etiquette x, alors le lemme pr�e
�edent montre bien qu'on peut

toujours e�e
tuer une 
ontra
tion entre deux arêtes di��erentes et de même

type.

Plus formellement, on peut pro
�eder par indu
tion sur une s�equentialisation

de R, le seul 
as signi�
atif �etant 
elui de la 
ontra
tion terminale que l'on

r�egle en utilisant le lemme pr�e
�edent. �

On va maintenant faire le point sur la s�emantique 
oh�erente.

10.2.3. Th

�

eor

�

eme. Soient R et R

0

deux r�eseaux de mêmes 
on
lusions. Si

[R℄ = [R

0

℄, alors SPLO(R) = SPLO(R

0

).

D�emonstration : Presque identique �a 
elle du th�eor�eme 10.1.1. Il faut

simplement invoquer la proposition 10.2.2 pour l'existen
e d'une exp�erien
e

simple de R et la proposition 9.3.5 pour la pr�eservation de l'obsessionalit�e.

�

Reste la question de savoir si pour la s�emantique 
oh�erente la 
onje
ture 7.1.3

est vraie ou fausse. Nous allons attaquer la question dans le 
hapitre suivant

en 
ommen�
ant par essayer de montrer l'existen
e d'une exp�erien
e inje
tive


oh�erente. Il en d�e
oulerait par l'argument desormais usuel que si [R℄ = [R

0

℄,

alors SPL(R) = SPL(R

0

), 
e qui en l'absen
e d'a�aiblissements permettrait

de 
on
lure que R = R

0

(grâ
e �a la proposition 10.0.7). En d'autres termes,

nous venons de dire que si il existe, pour le r�eseau R, une exp�erien
e n-

obsessionnelle (ave
 n suÆsament grand) et inje
tive, alors R est \seul"

dans sa 
lasse d'�equivalen
e s�emantique : 
'est 
e que dit le th�eor�eme qui

suit, o�u [R℄


ohm

est l'interpr�etation 
oh�erente multiensembliste de R.

10.2.4. Th

�

eor

�

eme. Soit R un r�eseau, et h l'arit�e maximale de ses liens


ontra
tion. Soit n > sup(1; h). Soit R

0

un r�eseau de même 
on
lusion que

R.

Si il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle et inje
tive de R, alors lorsque

[R℄


ohm

= [R

0

℄


ohm

on a for
�ement SPL(R) = SPL(R

0

). Si, en outre, R ne


ontient pas de liens a�aiblissement, alors R = R

0

.

D�emonstration : Soit e

n

la n-exp�erien
e obsessionnelle et inje
tive de R

de 
on
lusion 
 dont on suppose l'existen
e. Puisque [R℄


ohm

= [R

0

℄


ohm

,

par la proposition 9.3.5 il existe une n-exp�erien
e obsessionnelle e

0

n

de R

0
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de 
on
lusion 
. Par le 
orollaire 8.3.9, on aura SPLO(R) = SPLO(R

0

)

et e

n

j

SPLO(R)

= e

0

n

j

SPLO(R

0

)

. On d�eduira alors de l'inje
tivit�e de e

n

que

SPL(R) = SPL(R

0

). Lorsque R ne 
ontient pas de liens ?w, la proposition

10.0.7 permet de 
on
lure que R = R

0

. �

10.2.5. Remarque. Il sera beau
oup question, dans la suite, de l'existen
e

ou non d'une exp�erien
e n-obsessionnelle inje
tive 
oh�erente pour un r�eseau

R donn�e d'un 
ertain fragment F de LL (sans a�aiblissements).

Il est int�eressant de remarquer que par la remarque 7.1.4, une r�eponse posi-

tive �a 
ette question aurait aussi 
omme 
ons�equen
e imm�ediate l'inje
tivit�e

de la s�emantique relationnelle pour F .



170CHAPITRE 10. BILAN SUR L'INJECTIVIT

�

E : R

�

ESULTATS ETCONJECTURES



Chapitre 11

Elimination des bô�tes

Le th�eor�eme 10.2.4 aÆrme que pour montrer qu'un r�eseau R (sans a�ai-

blissements) est \seul dans sa 
lasse d'�equivalen
e s�emantique", il suÆt de

trouver pour R une exp�erien
e obsessionnelle 
oh�erente et inje
tive. Nous

allons dor�enavant nous 
on
entrer sur 
ette question, et nous ne parlerons

presque plus de s�emantique relationnelle, restant entendu que tout r�esultat

d'inje
tivit�e �etabli pour la s�emantique 
oh�erente multiensembliste restera

vrai pour la s�emantique relationnelle (par les remarques 7.1.4 et 10.2.5).

Soit R un r�eseau. Si �a tout lien axiome l de 
on
lusion �

l

et �

?

l

on asso-


ie un �el�ement x

l

de la trame de l'espa
e 
oh�erent A de telle sorte que si

l 6= l

0

alors x

l

6= x

l

0

, qu'est-
e qui pourrait s'opposer �a l'existen
e d'une

n-exp�erien
e obsessionnelle e

n

de R t.q. pour tout lien axiome l on ait

je

n

(�

l

)j = je

n

(�

?

l

)j = x

l

?

La d�e�nition 6.2.1 d'exp�erien
e montre bien qu'en l'absen
e de 
oupures,

les seules 
ontraintes qu'une telle exp�erien
e doit satisfaire portent sur les

�etiquettes des pr�emisses et des 
on
lusions des liens pax, pal et ?
o.

Nous montrons, dans 
e 
hapitre, que la pr�esen
e des bô�tes n'a rien �a

voir ave
 la question que nous nous posons (
omme le sugg�erait la re-

marque 8.1.8) : si il existe une exp�erien
e (obsessionnelle) inje
tive pour

le \lin�earis�e" L(R) (qui ne 
ontient plus de bô�tes) du r�eseau R, alors il

existe une exp�erien
e obsessionnelle inje
tive de R (proposition 11.2.4).

11.1 R�edu
tion au 
as des 1-exp�erien
es

On va d'abord montrer que si il existe une 1-exp�erien
e inje
tive d'un r�eseau

R, alors il existe aussi une n-exp�erien
e obsessionnelle inje
tive pour R : 
elle

qui est \induite" par la 1-exp�erien
e de d�epart (proposition 11.1.6).

171



172 CHAPITRE 11. ELIMINATION DES BO

^

ITES

11.1.1. D

�

efinition. Soit R un r�eseau et e

1

une 1-exp�erien
e inje
tive de

R. On appelle n-exp�erien
e obsessionnelle induite par e

1

toute n-exp�erien
e

obsessionnelle e

n

de R telle que : pour toute arête atomique a de R je

n

(a)j =

e

1

(a).

11.1.2. Remarque. (i) L'existen
e d'une n-exp�erien
e obsessionnelle in-

duite par une 1-exp�erien
e inje
tive donn�ee n'est pas �a priori �evidente. Par


ontre, si elle existe il est bien 
lair qu'elle est unique (par le lemme 8.1.4),

et qu'elle est inje
tive.

(ii) Que le le
teur qui pense que si e

n

est la n-exp�erien
e obsessionnelle in-

duite par la 1-exp�erien
e inje
tive e

1

de R alors pour toute arête a, je

n

(a)j =

e

1

(a), se d�etrompe : pour 
e faire, il n'aura qu'�a supposer que je

n

(


0

)j =

e

1

(


0

), o�u 


0

est la pr�emisse d'un lien bien sûr de R de 
on
lusion 
, et

remarquer que je

n

(
)j = fn[je

n

(


0

)j℄g, tandis que e

1

(
) = fe

1

(


0

)g.

11.1.3. Lemme. Soient a et a

0

deux arêtes di��erentes de même type A du

r�eseau R, et soit n > sup(1; h) o�u h est l'arit�e maximale des liens 
ontra
-

tion de R. Soit e

1

une 1-exp�erien
e inje
tive de R et e

n

la n-exp�erien
e

obsessionnelle de R induite par e

1

. On a :

(1) Si il existe une arête � de type atomique t.q. � 2 G

a

ou bien � 2 G

a

0

,

alors je

n

(a)j 6= je

n

(a

0

)j

(2) Autrement, soit G

a

= G

a

0

et alors je

n

(a)j = je

n

(a

0

)j, soit G

a

6= G

a

0

et

alors je

n

(a)j

`

je

n

(a

0

)j.

D�emonstration : (1) Soit x = je

n

(a)j (resp. x

0

= je

n

(a

0

)j), et supposons

par exemple que � 2 G

a

soit de type X.

Si a

0

2 G

a

ou bien si a 2 G

a

0

, alors for
�ement A =?B (n'oublions pas que a

et a

0

sont deux arêtes de même type), et puisque n > 1 x 6= x

0

.

Autrement on aura G

a

\G

a

0

= ;. Don
 � =2 G

a

0

. Pour toute arête � 2 G

a

0

atomique je

n

(�)j 6= je

n

(�)j (par d�e�nition d'exp�erien
e inje
tive). Par le

lemme 9.1.4 on aura alors je

n

(�)j 2 jxj

X

et je

n

(�)j =2 jx

0

j

X

. D'o�u x 6= x

0

.

(2) Si une telle arête � n'existe pas, alors au
une arête de G

a

ou de G

a

0

n'est

une arête de type atomique. Il y a don
 dans G

a


omme dans G

a

0

des liens

a�aiblissement dont les 
on
lusions sont les seules \feuilles" de G

a

et G

a

0

.

Si G

a

= G

a

0

, alors (puisque e

n

est n-obsessionnelle) e

n

(a) = e

n

(a

0

) (et en

parti
ulier je

n

(a)j = je

n

(a

0

)j).

Si G

a

6= G

a

0

, on va pro
�eder par indu
tion sur k = s(G

a

)+s(G

a

0

), la somme

du nombre de liens de G

a

et de G

a

0

.

Si k = 2, alors a et a

0

sont 
on
lusions de deux liens a�aiblissement et

G

a

= G

a

0

.
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Autrement, si A = B
C (resp. A = B

}

C), alors soient b et b

0

les pr�emisses

de type B et 
 et 


0

les pr�emisses de type C du lien 
 (resp.

}

) dont a et

a

0

sont 
on
lusions. Par d�e�nition je

n

(a)j = (je

n

(b)j; je

n

(
)j) et je

n

(a

0

)j =

(je

n

(b

0

)j; je

n

(


0

)j). On aura G

b

6= G

b

0

ou/et G




6= G




0

. Supposons par exemple

queG

b

6= G

b

0

: par hypoth�ese d'indu
tion on aura alors je

n

(b)j

`

je

n

(b

0

)j. Dans

le 
as du 
, 
e
i suÆt pour 
on
lure que je

n

(a)j

`

je

n

(a

0

)j. Dans le 
as du

}

,

remarquons que si G




= G




0

alors par 
e qui pr�e
�ede je

n

(
)j = je

n

(


0

)j, tandis

que si G




6= G




0

alors par hypoth�ese d'indu
tion je

n

(
)j

`

je

n

(


0

)j : quoiqu'il

en soit on aura don
 bien je

n

(a)j

`

je

n

(a

0

)j.

Si A =!B, alors la 
on
lusion est une appli
ation imm�ediate de l'hypoth�ese

d'indu
tion.

Si A =?B, appelons m (resp. m

0

) le lien dont a (resp. a

0

) est 
on
lusion.

Supposons par exemple que s(G

a

) � s(G

a

0

), et traitons d'abord le 
as o�u

a

0

2 G

a

. On a je

n

(a

0

)j � je

n

(a)j, et don
 je

n

(a

0

)j [ je

n

(a)j est une 
lique de

j?Bj = B

?

: par 
ons�equent je

n

(a

0

)j

`

a

je

n

(a)j(?B). Puisque a 6= a

0

et n > 1,

je

n

(a)j 6= je

n

(a

0

)j. Don
 je

n

(a

0

)j

`

je

n

(a)j.

On peut don
 tourner notre attention vers le 
as a

0

=2 G

a

, 
.�a.d. G

a

\G

a

0

= ;.

Si m ou m

0

(mais pas les deux !) est un lien a�aiblissement, alors je

n

(a

0

)j

`

;

ou bien je

n

(a)j

`

; : on peut don
 supposer que m et m

0

sont des liens ?de,

pax ou ?
o.

Soient don
 a

1

; : : : ; a

l

(resp. a

0

1

; : : : ; a

0

q

) les pr�emisses des l (resp. q) liens

der�eli
tion au-dessus de a (resp. a

0

). Remarquons que puisque G

a

\G

a

0

= ;

on aura a

i

6= a

0

j

8i 2 f1; : : : ; lg et 8j 2 f1; : : : ; qg. Il n'y aura au
une arête de

type atomique dans G

a

i

ni dans G

a

0

j

8i 2 f1; : : : ; lg et 8j 2 f1; : : : ; qg (puis-

qu'il n'y en a pas dans G

a

ni dans G

a

0

). 8i 2 f1; : : : ; lg et 8j 2 f1; : : : ; qg

on a don
 deux possibilit�es pour G

a

i

et G

a

0

j

: soit G

a

i

= G

a

0

j

et alors

je

n

(a

i

)j = je

n

(a

0

j

)j, soit G

a

i

6= G

a

0

j

et alors (par hypoth�ese d'indu
tion)

je

n

(a

i

)j

`

je

n

(a

0

j

)j. Dans tous les 
as on aura don
 je

n

(a

0

)j

`

a

je

n

(a)j (puisque

je

n

(a)j = fje

n

(a

1

)j; : : : ; je

n

(a

l

)jg et je

n

(a

0

)j = fje

n

(a

0

1

)j; : : : ; je

n

(a

0

q

)jg).

Si GC

a

= GC

a

0

(
f. la d�e�nition 8.3.1 pour la notation), alors (puisque G

a

6=

G

a

0

) il existe for
�ement i 2 f1; : : : ; lg tel que 8j 2 f1; : : : ; qg G

a

i

6= G

a

0

j

, ou

bien il existe j 2 f1; : : : ; qg tel que 8i 2 f1; : : : ; lg G

a

i

6= G

a

0

j

: dans les deux


as l'hypoth�ese d'indu
tion permet de 
on
lure que je

n

(a)j 6= je

n

(a

0

)j.

SiGC

a

6= GC

a

0

, alors par les lemmes 8.3.4 et 8.3.3 
ard(je

n

(a)j) 6= 
ard(je

n

(a

0

)j)

et don
 je

n

(a)j 6= je

n

(a

0

)j. (Remarquons qu'on utilise i
i l'hypoth�ese n >

sup(1; h), et 
'est indispensable : sans 
ette hypoth�ese le lemme est faux). �

11.1.4. Lemme. Soient a et a

0

deux arêtes di��erentes de même type A du

r�eseau R, et e

1

une 1-exp�erien
e inje
tive de R.
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(1) Si a 2 G

a

0

ou bien a

0

2 G

a

, soit une parmi a et a

0

est 
on
lusion d'un

lien ?
o et alors e

1

(a) 6= e

1

(a

0

), soit 
e n'est pas le 
as et alors e(a) = e(a

0

).

(2) Si G

a

\G

a

0

= ; et il existe une arête � de type atomique t.q. � 2 G

a

ou

bien � 2 G

a

0

, alors e

1

(a) 6= e

1

(a

0

).

(3) Si G

a

\G

a

0

= ; et il n'y a pas d'arête de type atomique � t.q. � 2 G

a

ou bien � 2 G

a

0

, alors e

1

(a)

`

a

e

1

(a

0

).

D�emonstration : (1) Le r�esultat est une 
ons�equen
e du lemme 8.2.1 et

de la d�e�nition de 1-exp�erien
e.

(2) Si a =2 G

a

0

et a

0

=2 G

a

, alors on pro
�ede exa
tement 
omme dans la

d�emonstration de (1) du lemme 11.1.3.

(3) On peut pro
�eder par indu
tion sur s(G

a

) + s(G

a

0

), 
omme dans la

d�emonstration du lemme 11.1.3. �

11.1.5. Lemme. Soient a et a

0

deux arêtes di��erentes de même type A du

r�eseau R, et soit n > sup(1; h) o�u h est l'arit�e maximale des liens 
ontra
-

tion de R. Soit e

1

une 1-exp�erien
e inje
tive de R et e

n

la n-exp�erien
e

obsessionnelle de R induite par e

1

.

Si e

1

(a)

`

e

1

(a

0

), alors je

n

(a)j

`

je

n

(a

0

)j.

D�emonstration : On pro
�ede par indu
tion sur k = s(G

a

) + s(G

a

0

), la

somme du nombre de liens de G

a

et de G

a

0

.

Si k = 0, alors a et a

0

sont deux arêtes de type atomique et je

n

(a)j = e

1

(a),

je

n

(a

0

)j = e

1

(a

0

).

Autrement, si A = B
C (resp. A = B

}

C), alors soient b et b

0

les pr�emisses

de type B et 
 et 


0

les pr�emisses de type C des liens 
 (resp.

}

) dont a

et a

0

sont 
on
lusions. Par d�e�nition je

n

(a)j = (je

n

(b)j; je

n

(
)j), je

n

(a

0

)j =

(je

n

(b

0

)j; je

n

(


0

)j), e

1

(a) = (e

1

(b); e

1

(
)), e

1

(a

0

) = (e

1

(b

0

); e

1

(


0

)). On aura

e

1

(b)

`

e

1

(b

0

) ou/et e

1

(
)

`

e

1

(


0

). Supposons par exemple que e

1

(b)

`

e

1

(b

0

) :

par hypoth�ese d'indu
tion on aura alors je

n

(b)j

`

je

n

(b

0

)j. Dans le 
as du 
,


e
i suÆt pour 
on
lure je

n

(a)j

`

je

n

(a

0

)j. Dans le 
as du

}

, si e

1

(
)

`

e

1

(


0

),

alors l'hypoth�ese d'indu
tion permet de 
on
lure. Mais il se pourrait que

e

1

(
) = e

1

(


0

). Dans 
e 
as, si il y avait une arête atomique dans G




ou dans

G




0

, alors (par le lemme 11.1.4) on aurait 


0

2 G




ou bien 
 2 G




0

, 
e qui est

impossible : il n'y a don
 au
une arête de type atomique dans G




et dans

G




0

. Le lemme 11.1.3 nous dit que dans 
e 
as je

n

(
)j

`

a

je

n

(


0

)j, 
e qui suÆt

pour 
on
lure que je

n

(a)j

`

je

n

(a

0

)j.

Si A =!B, alors la 
on
lusion est une appli
ation imm�ediate de l'hypoth�ese

d'indu
tion.
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Si A =?B, appelonsm (resp.m

0

) le lien dont a (resp. a

0

) est 
on
lusion. Sim

et m

0

sont deux liens a�aiblissement, alors e

1

(a) = e

1

(a

0

). Si un exa
tement

parmi m et m

0

est un lien a�aiblissement, alors je

n

(a)j

`

; = je

n

(a

0

)j ou bien

je

n

(a

0

)j

`

; = je

n

(a)j : on peut don
 supposer que m et m

0

sont des liens ?de,

pax ou ?
o.

Si a 2 G

a

0

ou bien a

0

2 G

a

, alors on pro
�ede 
omme dans la d�emonstration

du lemme 11.1.3 : je

n

(a

0

)j

`

je

n

(a)j.

On va don
 se pla
er sous l'hypoth�ese G

a

\G

a

0

= ;. Soient a

1

; : : : ; a

l

(resp.

a

0

1

; : : : ; a

0

q

) les pr�emisses des l (resp. q) liens der�eli
tion au-dessus de a (resp.

a

0

). Remarquons que puisque G

a

\ G

a

0

= ; on aura G

a

i

\ G

a

0

j

= ; 8i 2

f1; : : : ; lg et 8j 2 f1; : : : ; qg. De e

1

(a)

`

e

1

(a

0

) on d�eduit que e

1

(a

i

)

`

a

e

1

(a

0

j

)

8i 2 f1; : : : ; lg et 8j 2 f1; : : : ; qg. Si e

1

(a

i

)

`

e

1

(a

0

j

), alors par hypoth�ese

d'indu
tion je

n

(a

i

)j

`

je

n

(a

0

j

)j. Si par 
ontre e

1

(a

i

) = e

1

(a

0

j

), alors par le

lemme 11.1.4 il n'y a pas d'arêtes de type atomique dans G

a

i

ni dans G

a

0

j

(puisque G

a

\G

a

0

= ;). Par le lemme 11.1.3 on aura alors je

n

(a

i

)j

`

a

je

n

(a

0

j

)j.

Tout 
e
i permet de 
on
lure que je

n

(a

0

)j

`

a

je

n

(a)j.

Si dans G

a

et dans G

a

0

il n'y a au
une arête atomique, alors (par le lemme

11.1.3) soit je

n

(a

0

)j

`

je

n

(a)j et on a �ni, soit je

n

(a

0

)j = je

n

(a)j et alors G

a

=

G

a

0

. Mais dans 
e dernier 
as e

1

(a) = e

1

(a

0

), 
e qui n'est pas vrai.

Traitons maintenant le 
as o�u il existe une arête de type atomique dans G

a

ou dans G

a

0

: appelons-la � et supposons (par exemple) que 
e soit une arête

de G

a

. Soit i 2 f1; : : : ; lg t.q. � 2 G

a

i

. Par le lemme 11.1.4 on aura 8j 2

f1; : : : ; qg e

1

(a

i

) 6= e

1

(a

0

j

), don
 e

1

(a

i

)

`

e

1

(a

0

j

). Par hypoth�ese d'indu
tion

on aura don
 8j 2 f1; : : : ; qg je

n

(a

i

)j

`

je

n

(a

0

j

)j, et je

n

(a)j 6= je

n

(a

0

)j (dont on

d�eduira je

n

(a)j

`

je

n

(a

0

)j). �

11.1.6. Proposition. Soit R un r�eseau et n > sup(1; h) o�u h est l'arit�e

maximale des liens 
ontra
tion de R.

Si il existe une 1-exp�erien
e inje
tive de R, alors il existe aussi une n-

exp�erien
e obsessionnelle inje
tive de R : il s'agit de (l'unique) n-exp�erien
e

obsessionnelle de R induite par e

1

.

D�emonstration : Par indu
tion sur une s�equentialisation � de R. Le 
as le

plus signi�
atif est 
elui o�u la derni�ere r�egle de � est une r�egle r

m

de 
ontra
-

tion d'arit�e k. Soit alors �

1

la sous-preuve de � obtenue en e�a�
ant r

m

ainsi

que sa 
on
lusion et soit R

1

le sous-r�eseau de R obtenu en e�a�
ant le dernier

lien 
ontra
tion m d'arit�e k 
orrespondant �a r

m

. �

1

est une s�equentialisation

de R

1

, et la restri
tion e

1

1

de la 1-exp�erien
e inje
tive e

1

de R �a R

1

est une

1-exp�erien
e inje
tive de R

1

. Soient a

1

; : : : ; a

k

les pr�emisses de m et a sa
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on
lusion. On a e

1

1

(a

i

)

`

a

e

1

1

(a

j

) 8i; j 2 f1; : : : ; kg. Soit e

1

n

la n-exp�erien
e

obsessionnelle de R

1

fournie par l'hypoth�ese d'indu
tion. Remarquons que

puisque 8i 2 f1; : : : ; kg a

i

est �a profondeur 0 dans R

1

, e

1

n

(a

i

) est un single-

ton.

Si pour i; j 2 f1; : : : ; kg e

1

1

(a

i

) = e

1

1

(a

j

), alors (a

i

et a

j

�etant pr�emisses du

même lien ?
o de R on a G

a

i

\ G

a

j

= ;) par le lemme 11.1.4 il n'y a pas

d'arêtes de type atomique dans G

a

1

ni dans G

a

j

: dans 
e 
as le lemme 11.1.3

nous permet d'aÆrmer que je

1

n

(a

i

)j

`

a

je

1

n

(a

j

)j.

8i; j 2 f1; : : : ; kg on a deux possibilit�es : soit e

1

1

(a

i

)

`

e

1

1

(a

j

) et alors par

le lemme 11.1.5 je

1

n

(a

i

)j

`

je

1

n

(a

j

)j, soit e

1

1

(a

i

) = e

1

1

(a

j

) et alors on vient de

voir que je

1

n

(a

i

)j

`

a

je

1

n

(a

j

)j. Dans tous les 
as on a je

1

n

(a

i

)j

`

a

je

1

n

(a

j

)j 8i; j 2

f1; : : : ; kg. On peut don
 d�e�nir l'exp�erien
e e

n

de R t.q. 8a

0

arête de R, si

a

0

6= a alors e

n

(a

0

) = e

1

n

(a

0

), et e

n

(a) = fje

1

n

(a

1

)j [ : : : [ je

1

n

(a

k

)jg.

Mentionnons aussi le 
as o�u la derni�ere r�egle de � est une promotion. On

pro
�ede de la même fa�
on : l'exp�erien
e e

n


her
h�ee est obtenue �a partir de

l'exp�erien
e e

1

n

fournie par l'hypoth�ese d'indu
tion en \r�ep�etant n fois" e

1

n

,

suivant la d�e�nition de n-exp�erien
e obsessionnelle (
f. remarque 8.1.2). �

11.2 R�edu
tion au 
as sans bô�tes

On a don
 ramen�e le probl�eme de l'existen
e d'une n-exp�erien
e obsession-

nelle inje
tive d'un r�eseau R �a 
elle de l'existen
e d'une 1-exp�erien
e inje
tive

de R. On va maintenant ramener 
e dernier probl�eme �a 
elui de l'existen
e

d'une exp�erien
e inje
tive pour le \lin�earis�e de R", qui ne 
ontiendra plus

de bô�tes.

11.2.1. Remarque. (et D�e�nition). (i) A tout r�eseau R on peut asso
ier

de fa�
on 
anonique un (unique) r�eseau sans bô�tes que nous appellerons le

lin�earis�e de R et que nous noterons L(R) : il s'agit du r�eseau obtenu en

e�a�
ant toutes les 
onnexions entre les portes des bô�tes, et tous les liens

bien sûr et pax de R. Le fait que L(R) soit un r�eseau standard est �evident.

On notera L l'appli
ation qui asso
ie �a toute formule A la formule L(A),

obtenue en e�a�
ant toute o

urren
e du 
onne
teur \!" dans A. Remarquons

que les types des 
on
lusions de R ne sont pas en r�egle g�en�erale les types

des 
on
lusions de L(R) : si les 
on
lusions de R sont de type �, alors 
elles

de L(R) seront de type L(�) (ave
 la 
onvention usuelle pour 
e genre de

notation).

(ii) Soit R un r�eseau et L(R) son lin�earis�e. Il existe une appli
ation 
anonique

L qui asso
ie �a toute arête a de type A de R l'arête L(a) de type L(A) de
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L(R). Remarquons que L est loin d'être inje
tive, si dans R il y a au moins

une bô�te.

(iii) Soit R un r�eseau et L(R) son lin�earis�e. Si e

L

est une exp�erien
e inje
tive

de L(R), alors il existe au plus une 1-exp�erien
e e de R, telle que pour toute

arête atomique � de R (don
 de L(R)) e(�) = e

L

(�). On dira que e est la

d�elin�earis�ee de e

L

. Il est bien �evident que si e existe elle est inje
tive.

11.2.2. Lemme. Soit R un r�eseau, L(R) son lin�earis�e, a et a

0

deux arêtes

di��erentes de même type A de R. Soit e

L

une exp�erien
e inje
tive de L(R)

et e la d�elin�earis�ee de e

L

.

Si e

L

(L(a))

`

e

L

(L(a

0

))(L(A)), alors e(a)

`

e(a

0

)(A).

D�emonstration : On pro
�ede 
omme d'habitude par indu
tion sur s(G

a

)+

s(G

a

0

).

Si A = B 
 C (resp. A = B

}

C), alors L(A) = L(B) 
 L(C) (resp.

L(A) = L(B)

}

L(C)). Soient b et b

0

les pr�emisses de type B et 
 et 


0

les pr�emisses de type C du lien 
 (resp.

}

) dont a et a

0

sont 
on
lusions.

On a e

L

(L(a)) = (e

L

(L(b)); e

L

(L(
))). De e

L

(L(a))

`

e

L

(L(a

0

))(L(A)), on

d�eduit e

L

(L(b))

`

e

L

(L(b

0

))(L(B)) ou bien e

L

(L(
))

`

e

L

(L(


0

))(L(C)). Sup-

posons par exemple que e

L

(L(b))

`

e

L

(L(b

0

))(L(B)) : par hypoth�ese d'indu
-

tion on aura alors e(b)

`

e(b

0

)(B). Dans le 
as du 
, 
e
i suÆt pour 
on
lure

e(a)

`

e(a

0

)(A). Dans le 
as du

}

, si e

L

(L(
)) = e

L

(L(


0

)), alors par le lemme

11.1.4 appliqu�e �a l'exp�erien
e e

L

de L(R), G

L(R)

L(
)

et G

L(R)

L(


0

)

ne 
ontiennent

au
une arête atomique. Don
 G

R




et G

R




0

ne 
ontiennent au
une arête ato-

mique, et par le lemme 11.1.4 on a e(
)

`

a

e(


0

)(C), 
e qui permet de 
on
lure

que e(a)

`

e(a

0

)(A).

Si A =!B, alors la 
on
lusion est une appli
ation de l'hypoth�ese d'indu
tion

et de la d�e�nition de l'appli
ation L.

Si A =?B, alors L(A) =?L(B). Si a 2 G

a

0

ou bien a

0

2 G

a

, alors ni a ni

a

0

ne peut être 
on
lusion d'un lien a�aiblissement. Supposons par exemple

que a

0

2 G

a

. On aura e(a

0

) � e(a), don
 e(a)

`

a

e(a

0

)(A) : reste �a d�emontrer

que e(a) 6= e(a

0

). Puisque a

0

2 G

a

, L(a

0

) 2 G

L(a)

(ave
, �eventuellement,

L(a) = L(a

0

)). e

L

(L(a))

`

e

L

(L(a

0

))(L(A)) implique L(a) 6= L(a

0

) : puisque

dans L(R) il n'y a pas de liens pax, la seule possibilit�e est que L(a

0

) soit


on
lusion d'un lien ?de au-dessus de L(a) qui elle est 
on
lusion d'un lien

?
o. Par le lemme 8.2.1 on aura alors e(a) 6= e(a

0

).

Supposons maintenant que G

a

\G

a

0

= ;. Puisque e

L

(L(a)) 6= e

L

(L(a

0

)) une

parmi les arêtes a et a

0

n'est pas 
on
lusion d'un lien a�aiblissement. Si (par

exemple) a est 
on
lusion d'un lien a�aiblissement, alors a

0

ne l'est pas et
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par le lemme 8.2.1 e(a) 6= e(a

0

) : don
 ; = e(a)

`

e(a

0

). Appelons m (resp.

m

0

) le lien dont a (resp. a

0

) est 
on
lusion : on peut supposer que m et m

0

sont des liens ?de, pax ou ?
o.

Soient a

1

; : : : ; a

l

(resp. a

0

1

; : : : ; a

0

q

) les pr�emisses des l (resp. q) liens der�eli
tion

au-dessus de a (resp. a

0

). Remarquons que puisque G

a

\ G

a

0

= ; on aura

G

a

i

\G

a

0

j

= ; 8i 2 f1; : : : ; lg et 8j 2 f1; : : : ; qg. On a :

e

L

(L(a)) = fe

L

(L(a

1

)); : : : ; e

L

(L(a

l

))g et e(a) = fe(a

1

); : : : ; e(a

l

)g,

e

L

(L(a

0

)) = fe

L

(L(a

0

1

)); : : : ; e

L

(L(a

0

q

))g et e(a

0

) = fe(a

0

1

); : : : ; e(a

0

q

)g.

De e

L

(L(a))

`

e

L

(L(a

0

))(L(A)), on d�eduit que 8i 2 f1; : : : ; lg et 8j 2 f1; : : : ; qg

e

L

(L(a

i

))

`

a

e

L

(L(a

0

j

)). Si e

L

(L(a

i

))

`

e

L

(L(a

0

j

)), alors par hypoth�ese d'indu
-

tion e(a

i

)

`

e(a

0

j

). Si par 
ontre e

L

(L(a

i

)) = e

L

(L(a

0

j

)), alors par le lemme

11.1.4 il n'y a pas d'arêtes de type atomique dans G

L(a

i

)

ni dans G

L(a

0

j

)

(puisque G

a

\G

a

0

= ;, et don
 G

L(a)

\G

L(a

0

)

= ;). Don
 il n'y a pas d'arêtes

de type atomique dans G

a

i

ni dans G

a

0

j

: toujours par le lemme 11.1.4 on

aura alors e(a

i

)

`

a

e(a

0

j

). Tout 
e
i permet de 
on
lure que e(a)

`

a

e(a

0

)(A).

De e

L

(L(a))

`

e

L

(L(a

0

))(L(A)), on d�eduit aussi que 
ard(e

L

(L(a))) 6= 
ard(e

L

(L(a

0

)))

(
.�a.d. l 6= q), ou bien l'existen
e de i 2 f1; : : : ; lg t.q. 8j 2 f1; : : : ; qg

e

L

(L(a

i

))

`

e

L

(L(a

0

j

)), ou bien l'existen
e de j 2 f1; : : : ; qg t.q. 8i 2 f1; : : : ; lg

e

L

(L(a

i

))

`

e

L

(L(a

0

j

)). Dans les deux derniers 
as on appliquera l'hypoth�se

d'indu
tion et on en d�eduira que e(a)

`

e(a

0

). Dans le premier 
as, on aura

aussi e(a)

`

e(a

0

). �

11.2.3. Proposition. Soit R un r�eseau et L(R) son lin�earis�e. Si il existe

une exp�erien
e inje
tive e

L

de L(R), alors il existe une 1-exp�erien
e inje
tive

e de R : il s'agit de la d�elin�earis�ee de e

L

.

D�emonstration : On pro
�ede 
omme dans la d�emonstration de la propo-

sition 11.1.6 par indu
tion sur une s�equentialisation � de R. Le 
as plus

signi�
atif sera en
ore une fois 
elui o�u la derni�ere r�egle de � est une r�egle

de 
ontra
tion, et on appliquera 
ette fois le lemme 11.2.2. �

11.2.4. Proposition. Soit R un r�eseau, L(R) son lin�earis�e et n > sup(1; h)

o�u h est l'arit�e maximale des liens 
ontra
tion de R.

Si il existe une exp�erien
e inje
tive e

L

de L(R), alors il existe une n-exp�erien
e

obsessionnelle inje
tive de R.

D�emonstration : Cons�equen
e imm�ediate des propositions 11.1.6 et 11.2.3.

�
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Elimination des liens par

Nous avons ramen�e (grâ
e �a la proposition 11.2.4) la question de l'existen
e

d'une exp�erien
e obsessionnelle et inje
tive d'un r�eseau R, �a 
elle de l'exis-

ten
e d'une exp�erien
e inje
tive du r�eseau sans bô�tes L(R). Dans le même

ordre d'id�ees, nous allons �a pr�esent ramener (en l'absen
e d'a�aiblissements)


ette derni�ere question �a 
elle de l'existen
e d'une exp�erien
e inje
tive d'un

r�eseau quel
onque de L(R)

}

(d�e�ni dans la remarque 12.0.9), qui ne 
ontient

(au
une bô�te et) au
un lien

}

.

Nous d�e�nissons une pro
�edure pour \�eliminer les liens

}

d'un r�eseau sans

bô�tes", et nous montrons que si il existe une exp�erien
e inje
tive d'un r�eseau

R

�

obtenu �a partir de R (sans bô�tes) en appliquant 
ette pro
�edure, alors

il existe aussi une exp�erien
e inje
tive de R (proposition 12.0.10).

Dans 
e 
hapitre, tout r�eseau sera un r�eseau (standard) ne 
ontenant au
une

bô�te, et ne 
ontenant au
un lien a�aiblissement.

Soit R un r�eseau. Rappelons que puisque R est sans bô�tes, une exp�erien
e

de R asso
ie �a toute arête de R une unique �etiquette : 
'est un �etiquetage

des arêtes de R (
omme dans le 
as des r�eseaux multipli
atifs).

Si �a tout lien axiome l de 
on
lusion �

l

et �

?

l

on asso
ie un �el�ement x

l

de

la trame de l'espa
e 
oh�erent A de telle sorte que si l 6= l

0

alors x

l

6= x

l

0

,

qu'est-
e qui pourrait s'opposer, �a pr�esent, �a l'existen
e d'une exp�erien
e e

de R t.q. pour tout lien axiome l on ait e(�

l

) = e(�

?

l

) = x

l

? Seulement la

pr�esen
e des liens ?
o.

12.0.5. Remarque. Pour que l'�etiquetage des arêtes de R induit par la

d�e�nition 
i-dessus donne lieu �a une exp�erien
e de R il faut et il suÆt que

179
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pour tout lien ?
o de R de pr�emisses b

1

; : : : ; b

k

on ait e(b

i

)

`

a

e(b

j

), et 
e

8i; j 2 f1; : : : ; kg.

12.0.6 Conventions :

Nous dirons dans la suite qu'une arête a est pr�emisse d'un lien n (resp.

terminale) \modulo un lienm", lorsque a est pr�emisse de n (resp. terminale)

ou bien a est une pr�emisse de m et la 
on
lusion de m est pr�emisse de n

(resp. terminale).

Nous dirons d'un lien ?
o (ou ?w dans les 
hapitres suivants) qu'il est ter-

minal dans un r�eseau R lorsque la 
on
lusion du lien en question est aussi

une 
on
lusion du r�eseau R.

12.0.7 La pro
�edure d'�elimination des liens par

Soit R un r�eseau et � le s�equent 
on
lusion de R. Soit A 2 � t.q. C

}

D est

une o

urren
e de sous-formule de A.

Soient a

1

; : : : ; a

k

les arêtes de G

a

de type C

}

D (nous parlons toujours de

l'o

urren
e de sous-formule C

}

D de A). Soient n

1

; : : : ; n

k

les k liens

}

de 
on
lusions respe
tives a

1

; : : : ; a

k

, soient 


1

; : : : ; 


k

(resp. d

1

; : : : ; d

k

) les

pr�emisses de type C (resp. D) de n

1

; : : : ; n

k

.

Appelons R

0

le graphe obtenu �a partir de R de la fa�
on suivante.

Pour tout i 2 f1; : : : ; kg, on e�e
tue les trois premi�eres op�erations, et on


ompl�ete la transformation du graphe R en R

0

par la quatri�eme :

1. on e�a
e le lien n

i

et sa 
on
lusion a

i

2. si a

i

est pr�emisse d'un lien m

i

, alors on substitue la pr�emisse a

i

de m

i

par d

i

3. si la formule C ne 
ommen
e pas par un \?", alors on rajoute un lien

der�eli
tion de pr�emisse 


i

et de 
on
lusion une arête g

0

i

de type ?C (au-

trement g

0

i

= 


i

sera de type C)

4. Si k � 2, alors on rajoute au graphe obtenu apr�es avoir appliqu�e les

op�erations 1-3, un lien 
ontra
tion de pr�emisses g

0

1

; : : : ; g

0

k

et de 
on
lusion

l'arête g (de type ?C ou bien C).

Le le
teur n'aura au
un mal �a se 
onvain
re que le graphe ainsi obtenu est

un r�eseau standard dont le s�equent 
on
lusion est �nA;A[D=C

}

D℄; ?C

(ou bien �nA;A[D=C

}

D℄; C). Il faut simplement remarquer que, si jamais


ertaines arêtes parmi les 


i

sont 
on
lusions d'un lien ?
o, alors le lien ?
o

de R

0

de 
on
lusion g aura plus de k pr�emisses.

En inversant le rôle des arêtes 


i

et d

i

, il est bien �evident qu'on peut obtenir

un r�eseau dont le s�equent 
on
lusion est �nA;A[C=C

}

D℄; ?D (ou bien
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�nA;A[C=C

}

D℄;D).

On dira que le r�eseau R

0

est obtenu �a partir de R en �eliminant un

}

.

12.0.8. Lemme. Soit R un r�eseau et R

0

un r�eseau obtenu �a partir de R en

�eliminant un

}

.

Si il existe une exp�erien
e inje
tive e

0

de R

0

, alors il existe une exp�erien
e

inje
tive e de R.

D�emonstration : Nous reprenons, dans 
ette d�emonstration, les mêmes

notations que dans la d�e�nition de la pro
�edure d'�elimination des

}

. En

parti
ulier, on supposera que le s�equent 
on
lusion de R (resp. R

0

) est �

(resp. �nA;A[D=C

}

D℄; ?C, ou bien �nA;A[D=C

}

D℄; C).

Toute arête b de R di��erente de a

1

; : : : ; a

k

est une arête de R

0

que nous

noterons b

0

. Attention ! Les arêtes b et b

0

ne sont pas for
�ement de même

type : si on note B le type de l'arête b

0

de R

0

, alors l'arête b de R est soit de

type B soit de type B[C

}

D=D℄.

Nous allons montrer que l'exp�erien
e e deR 
her
h�ee n'est autre que \l'exp�erien
e

e

0

d�e�nie sur les arêtes de R de la seule fa�
on possible".

Pour d�e�nir 
orre
tement l'exp�erien
e e, nous introduisons une terminologie

dont on se servira seulement dans 
ette d�emonstration. On dira qu'une arête

b de R t.q. b =2 fa

1

; : : : ; a

k

g est \sp�e
iale", lorsqu'il existe un 
hemin (il s'agit

en fait d'un 
hemin dire
t, suivant la d�e�nition 2.1.2) 
ontenant b, et dont

la premi�ere arête est l'une des a

i

(i 2 f1; : : : ; kg) et la derni�ere arête est une


on
lusion de R. Remarquons que toute arête sp�e
iale b de R est une arête

b

0

de R

0

, qui n'a pas le même type que b.

Pour toute arête b de R :

- si b n'est pas sp�e
iale et b =2 fa

1

; : : : ; a

k

g, alors on pose e(b) = e

0

(b

0

)

- si b = a

i

pour un 
ertain i 2 f1; : : : ; kg, alors on pose e(a

i

) = (e

0

(


0

i

); e

0

(d

0

i

))

- si b est une arête sp�e
iale, alors la d�e�nition de e(b) d�e
oule de 
elles que

nous venons de donner (en suivant la d�e�nition 6.2.1).

Ce qu'il faut prouver 
'est que l'�etiquetage de R ainsi d�e�ni est bien une

exp�erien
e de R. On a vu dans la remarque 12.0.5 que la seule 
hose qui

pourrait s'y opposer 
'est la pr�esen
e d'un lien 
ontra
tion m de R de


on
lusion l'arête q et ayant 
omme pr�emisses les arêtes q

1

; : : : ; q

h

, telles

que e(q

l

)

a

e(q

s

) pour 
ertains l; s 2 f1; : : : ; hg. Si au
une des arêtes q

1

; : : : ; q

h

n'est sp�e
iale, alors puisque pour tout l; s 2 f1; : : : ; hg on a e

0

(q

0

l

)

`

a

e

0

(q

0

s

),

on aura (par d�e�nition de e), e(q

l

)

`

a

e(q

s

). Autrement, toutes les arêtes

q

1

; : : : ; q

h

(ainsi que q) sont sp�e
iales : il suÆra don
 de montrer que dans 
e


as 8l; s 2 f1; : : : ; hg on a e(q

l

)

`

a

e(q

s

). Remarquons que les arêtes q

0

1

; : : : ; q

0

h

sont pr�emisses d'un lien ?
o de R

0

.
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Nous allons prouver que 8i; j 2 f1; : : : ; kg, on a la propri�et�e (?) suivante :

(?:1) si e

0

(d

0

i

)

`

e

0

(d

0

j

), alors e(a

i

)

`

e(a

j

)

(?:2) si e

0

(d

0

i

) = e

0

(d

0

j

), alors e(a

i

)

`

a

e(a

j

).

Montrons tout d'abord que 
e
i implique que 8l; s 2 f1; : : : ; hg on a e(q

l

)

`

a

e(q

s

)

(le lemme est alors d�emontr�e puisque l'unique 
as probl�ematique, �evoqu�e 
i-

dessus, ne peut pas se produire).

Fixons deux arêtes distin
tes t

1

et t

2

de même type T , sp�e
iales, et telles que

G

t

1

\G

t

2

= ;. Intuitivement, (?) aÆrme que si e

0

(t

0

1

)

`

a

e

0

(t

0

2

) et si jamais la

relation de 
oh�eren
e entre e

0

(d

0

i

) et e

0

(d

0

j

) joue un rôle quel
onque dans le fait

que e

0

(t

0

1

)

`

a

e

0

(t

0

2

), 
e même rôle sera jou�e par la relation de 
oh�eren
e entre

e(a

i

) et e(a

j

), et on pourra don
 a�rmer que e(t

1

)

`

a

e(t

2

). Plus pr�e
is�ement,

nous allons montrer que :

{ si e

0

(t

0

1

)

`

e

0

(t

0

2

), alors e(t

1

)

`

e(t

2

)

{ si e

0

(t

0

1

) = e

0

(t

0

2

), alors e(t

1

)

`

a

e(t

2

).

Du fait que e

0

(q

0

l

)

`

a

e

0

(q

0

s

), on pourra alors d�eduire que e(q

l

)

`

a

e(q

s

).

Ce qu'on veut prouver est en fait assez 
lair, mais pour en donner une

preuve (un peu plus) rigoureuse nous ne voyons d'autre moyen que 
elui

de pro
�eder par indu
tion. Pour toute arête b de R, notons ℄�

b

le nombre

d'arêtes du 
hemin dont b est la premi�ere arête et ayant une 
on
lusion

de R 
omme arête terminale. On peut faire une preuve par indu
tion sur

p = �

k

i=1

℄�

a

i

� (℄�

t

1

+ ℄�

t

2

).

Reste don
 �a d�emontrer (?). Rappelons que 8i 2 f1; : : : ; kg les arêtes 


i

et

d

i

(pr�emisses du lien n

i

de 
on
lusion a

i

) ne sont pas sp�e
iales, 
e qui veut

dire que e(


i

) = e

0

(


0

i

) et e(d

i

) = e

0

(d

0

i

).

La propri�et�e (?) est en fait une 
ons�equen
e du fait que 8i; j 2 f1; : : : ; kg

les arêtes 


0

i

et 


0

j

de R

0

sont pr�emisses (modulo un �eventuel lien ?de) d'un

lien ?
o : on a e

0

(


0

i

)

`

a

e

0

(


0

j

) et don
 e(


i

)

`

a

e(


j

).

Soient alors i; j 2 f1; : : : ; kg. Par d�e�nition de la relation de 
oh�eren
e dans

l'espa
e 
oh�erent C

}

D, on a :

(?:1) si e

0

(d

0

i

)

`

e

0

(d

0

j

), alors e(d

i

)

`

e(d

j

) et e(


i

)

`

a

e(


j

) : don
 e(a

i

)

`

e(a

j

).

(?:2) si e

0

(d

0

i

) = e

0

(d

0

j

), alors e(d

i

) = e(d

j

) et e(


i

)

`

a

e(


j

) : don
 e(a

i

)

`

a

e(a

j

).

�

12.0.9. Remarque. En appliquant le nombre de fois n�e
essaire la pro
�edure

d'�elimination des

}

�a un r�eseau R, on obtiendra un r�eseau R

�

qui ne 
ontien-

dra plus au
un lien

}

: il n'y aura plus, dans R

�

, que des liens ax (de


on
lusions atomiques), ?de, ?
o, 
.

Bien sûr, R

�

n'est pas unique : nous noterons dans la suite R

}

l'ensemble
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des r�eseaux obtenus en �eliminant tous les liens

}

, suivant la pro
�edure d�e
rite


i-dessus.

Il est important de remarquer que les seuls liens ?
o des r�eseaux de R

}

qui

ne sont pas des liens de R sont terminaux.

12.0.10. Proposition. Soit R un r�eseau. Si il existe une exp�erien
e in-

je
tive d'un r�eseau R

�

de R

}

, alors il existe une exp�erien
e inje
tive de R.

D�emonstration : Par indu
tion sur le nombre de liens

}

de R. Dans l'�etape

d'indu
tion, on utilisera le lemme 12.0.8. �
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Chapitre 13

La s�emantique 
oh�erente

n'est pas inje
tive

Nous montrons qu'il n'existe pas (en g�en�eral) d'exp�erien
e inje
tive pour

un r�eseau sans bô�tes et sans liens

}

, et nous en d�eduisons ipso fa
to un


ontre-exemple �a la 
onje
ture 7.1.3 (pour la s�emantique 
oh�erente), 
e qui

montre bien la pertinen
e de notre appro
he.

Nous exhibons ensuite un autre 
ontre-exemple �a la 
onje
ture 7.1.3 (tou-

jours pour la s�emantique 
oh�erente), de nature un peu di��erente.

Quelques remarques sur la non inje
tivit�e de la s�emantique 
oh�erente s'im-

posent alors.

13.1 Le premier 
ontre-exemple

La morale du 
hapitre 11 est que pour montrer que si R et R

0

sont deux

r�eseaux s�emantiquement �equivalents alors SPL(R) = SPL(R

0

) (R = R

0

en

l'absen
e d'a�aiblissements), il suÆt de montrer l'existen
e d'une exp�erien
e

inje
tive pour tout r�eseau sans bô�tes. Mais il s'av�ere que 
e
i est faux (de

même que la 
onje
ture 7.1.3), 
omme nous allons le voir dans le 
ontre-

exemple qui suit.

Il n'existe au
une exp�erien
e inje
tive pour le r�eseau R de la �gure 11.

Les 
hi�res que nous avons asso
i�es aux di��erentes arêtes indiquent quelles

sont les 
ontraintes que les liens 
ontra
tion de R imposent : si aux deux

arêtes a et a

0

de R est asso
i�e le même entier, alors toute exp�erien
e e de R

doit satisfaire e(a)

`

a

e(a

0

).

Soient x; y 2 jX j les �etiquettes que l'exp�erien
e e de R asso
ie aux 
on
lu-

sions des deux liens axiome de R. On voit bien qu'il faut d'une part que

185
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Figure 11. Il n'existe au
une exp�erien
e inje
tive du r�eseau R.
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Figure 12. Contre-exemple 1 : pour les r�eseaux R et R

0


i-dessus, on a

[R℄


oh

= [R

0

℄


oh

et pourtant R 6= R

0

.
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x

`

a

y(X ) (�a 
ause du lien ?
o 
arr�e dans la �gure) et d'autre part que

x

`

a

y(X

?

) (�a 
ause du lien ?
o triangulaire dans la �gure), 
.�a.d. que x = y.

Il n'existe don
 au
une exp�erien
e inje
tive de R.

Le le
teur attentif, apr�es avoir vu le r�eseau R, nous obje
tera qu'on peut

faire plus simple, et il aura raison. Mais 
et exemple n'a pas �et�e 
hoisi au

hasard : si la s�emantique ne peut pas distinguer les deux liens axiome de R,

alors on peut \
roiser les �ls", obtenir un r�eseau R

0

de même s�emantique que

R et qui est pourtant di��erent... Comme dans la �gure 12 ! C'est pour que

le r�eseau R soit di��erent de R

0

(et pour qu'ils soient tous les deux standard)

que le r�eseau pr�e
�edent a �et�e 
hoisi.

Pour se 
onvain
re que R 6= R

0

le le
teur pourra montrer (par exemple) qu'il

existe un sous-r�eseau de R qui n'est pas un sous-r�eseau de R

0

. Le fait que R et

R

0

soient s�emantiquement �equivalents (tant pour la s�emantique ensembliste

que pour la s�emantique multiensembliste) est une 
ons�equen
e imm�ediate

de la non existen
e, pour R et R

0

, d'une exp�erien
e inje
tive. Remarquons

que bien-sûr SPLO(R) = SPLO(R

0

), en a

ord ave
 le th�eor�eme 10.2.3.

Nous ferons dans la suite de plus amples 
onsid�erations au sujet de 
e 
ontre-

exemple et du suivant. Bornons-nous i
i �a une simple remarque. Si on \ou-

vre", dans R et R

0

, la 
ontra
tion triangulaire ou la 
ontra
tion 
arr�ee (
.�a.d.

qu'on e�a
e le lien 
ontra
tion et sa 
on
lusion), on obtient deux r�eseaux

R

1

et R

0

1

de mêmes 
on
lusions, qui sont sous-r�eseaux de R et R

0

respe
ti-

vement. R

1

et R

0

1

n'auront pas la même s�emantique : la 
ondition d'unifor-

mit�e impos�ee par le lien 
ontra
tion qu'on a e�a
�e ayant disparu, il existe

�a pr�esent des ep�erien
es inje
tives, tant de R

1

que de R

0

1

, qui permettent

de distinguer s�emantiquement 
es deux r�eseaux. Ce
i semble, notamment,

plaider en faveur d'une appro
he \non indu
tive" (telle que la notre) �a la

question de l'inje
tivit�e.

13.2 Le deuxi�eme 
ontre-exemple

Nous allons maintenant montrer qu'il existe un autre ph�enom�ene qui, lui

aussi, 
onduit �a un 
ontre-exemple �a la 
onje
ture 7.1.3. En pr�esen
e d'a�ai-

blissements, la 
ara
t�erisation des bô�tes que fournit la proposition 10.0.7 est

�evidemment fausse. Nous allons montrer que (toujours �a 
ause des requêtes

d'uniformit�e) la s�emantique d'un r�eseau est in
apable, �a elle seule, de re
ons-

tituer de fa�
on unique les 
onnexions entre les di��erentes portes des bô�tes

du r�eseau. Ce même 
ontre-exemple montrera que même pour le syst�eme

ELL d�e�ni dans [Girard 95b℄ la s�emantique 
oh�erente (ensembliste ou mul-

tiensembliste) n'est pas inje
tive.
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Les deux r�eseaux R et R

0

de la �gure 13 sont (
lairement) di��erents et

ont pourtant la même s�emantique 
oh�erente (qu'il s'agisse de s�emantique

ensembliste ou de s�emantique multiensembliste). Montrons que R et R

0

sont s�emantiquement �equivalents. Nous avons asso
i�e �a 
ertaines arêtes des


hi�res, en suivant la même 
onvention que pour le 
ontre-exemple pr�e
�edent :

si aux deux arêtes a

1

et a

2

de R (resp. de R

0

) est asso
i�e le même entier, alors

toute exp�erien
e e de R (resp. de R

0

) doit satisfaire e(a

1

)

`

a

e(a

2

). Remar-

quons que 
ette notation a un sens, puisque toutes les arêtes a auxquelles

nous avons asso
i�e un entier sont �a profondeur z�ero, et e(a) est don
 un sin-

gleton (suivant la d�e�nition 6.2) : nous 
onfondons i
i, 
omme nous l'avons

fait pour les 1-exp�erien
es, e(a) ave
 l'unique �el�ement que 
e multiensemble


ontient.

Soient 


1

et 


2

(resp. 


0

1

et 


0

2

) les 
on
lusions des deux pal de profondeur

z�ero dans R (resp. dans R

0

). La 
ondition d'uniformit�e provenant du lien ?
o

de profondeur z�ero dans R (resp. dans R

0

) impose que pour toute exp�erien
e

e de R (resp. e

0

de R

0

) e(


1

)

`

a

e(


2

) (resp. e

0

(


0

1

)

`

a

e

0

(


0

2

)). Mais tout �el�ement

de e(


i

) (resp. de e

0

(


0

i

)), pour i 2 f1; 2g, est de la forme fn

i

[;℄g (resp.

fn

0

i

[;℄g) : la seule possibilit�e est alors que n

1

= n

2

(resp. n

0

1

= n

0

2

). Dans le


as ensembliste on aura 
ar�ement n

1

= n

2

= n

0

1

= n

0

2

= 1.

Il suÆt alors de remarquer que le seul moyen pour la s�emantique de dis-

tinguer R et R

0

est de r�eussir �a exprimer le fait que le sous-graphe T de

R et R

0

se trouve dans une bô�te et pas dans l'autre : 
'est pr�e
is�ement


e que l'uniformit�e interdit. La s�emantique est don
 in
apable de nous dire

dans quelle bô�te se trouve le sous-graphe T de R et R

0

, 
e qui permet de


on
lure : �a toute exp�erien
e de R on peut asso
ier une exp�erien
e de R

0

de

même r�esultat (et r�e
iproquement, bien sûr).

Nous n'avons pas du tout parl�e, dans 
ette th�ese, des �el�ements neutres de LL

(voir aussi le paragraphe 15.2), mais une remarque s'impose i
i : le deuxi�eme


ontre-exemple est aussi un 
ontre-exemple �a l'inje
tivit�e de la s�emantique


oh�erente multiensembliste, pour le fragment multipli
atif et exponentiel

sans liens axiome mais ave
 les liens introduisant les 
onstantes multipli-


atives 1 et ?. Dans la 
as ensembliste, la non inje
tivit�e est triviale (
f.

remarque 13.3.2).

On va 
on
lure 
e paragraphe en expliquant rapidement 
omment modi�er

les r�eseaux R et R

0

de telle sorte que le 
ontre-exemple 
i-dessus soit aussi un


ontre-exemple �a l'inje
tivit�e pour ELL. Suivant la 
ara
t�erisation de ELL

de [DJ 99℄, un r�eseau R de MELL ne 
ontenant que des liens axiome de


on
lusions atomiques (mais pas for
�ement standard) est un r�eseau de ELL
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Figure 13. Contre-exemple 2 : pour les r�eseaux R et R

0


i-dessus, on a

[R℄


oh

= [R

0

℄


oh

et pourtant R 6= R

0

.
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ssi le 
hemin dire
t issu de tout lien ?de de R qui a 
omme arête terminale

une 
on
lusion de R ou bien une pr�emisse d'un lien logique ou 
oupure,


ontient exa
tement un lien pax.

Les r�eseaux R et R

0

du deuxi�eme 
ontre-exemple ne sont pas des r�eseaux de

ELL, mais on peut rajouter \les bô�tes qu'il faut" pour qu'ils le deviennent

(suivant la 
ara
t�erisation 
i-dessus) : il faut rajouter, dans R 
omme dans

R

0

, une bô�te dont la pr�emisse de la pal est la 
on
lusion du lien pax dont la

pr�emisse est l'arête 
on
lusion de T . Il faudra aussi rajouter un lien ?de (de

pr�emisse la 
on
lusion du lien 
), et bien sûr 
hoisir R

1

, R

2

et T de fa�
on

�a 
e que la 
ondition 
i-dessus soit satisfaite.

Ces deux r�eseaux 
onstruits (remarquons au passage qu'ils ne sont pas stan-

dard), nous n'avons plus qu'�a v�eri�er qu'ils ont même s�emantique : 
e
i est

�evident, puisque 
'est le 
as pour R et R

0

.

L'interêt de la non inje
tivit�e de la s�emantique 
oh�erente pour ELL est

limit�e, en 
e sens que toute s�ematique de LL est bien une s�emantique de

ELL, mais �a 
e jour il n'existe pas, �a notre 
onnaissan
e, de s�emantique

d�enotationnelle propre �a ELL.

13.3 Remarques au sujet de la non inje
tivit�e

La proposition suivante met en relation les deux 
ontre-exemples 
i-dessus

ave
 des appro
hes plus traditionnelles, 
omme 
elles de [Statman 83℄ ou de

[Joly 00℄ au �-
al
ul simplement typ�e. Ce n'est pas tout �a fait notre point

de vue, mais nous signalons quand même le r�esultat qui suit 
omme une


ons�equen
e de notre analyse.

13.3.1. Proposition. Sur l'ensemble des r�eseaux deMELL (pas for
�ement

standard) il existe une relation d'�equivalen
e � t.q. si R � R

0

alors R et R

0

sont deux r�eseaux de même 
on
lusion, qui satisfait les 
onditions suivantes :

(1) elle est non d�eg�en�er�ee : il existe deux r�eseaux de même 
on
lusion qui

ne sont pas �equivalents

(2) elle �etend '

��

: si R '

��

R

0

, alors R � R

0

(3) 
'est une 
ongruen
e : si R � R

0

, si R

1

(resp. R

0

1

) est un sous-r�eseau de

R (resp. de R

0

) dont les 
on
lusions sont typ�ees par � t.q. R

1

� R

0

1

, et si R

2

(resp. R

0

2

) est un r�eseau dont les 
on
lusions sont typ�ees par � t.q. R

2

� R

0

2

,

alors R[R

2

=R

1

℄ � R

0

[R

0

2

=R

0

1

℄

(4) elle satisfait \l'ambiguit�e des types" : si R � R

0

et si on substitue, dans

R 
omme dans R

0

, toutes les o

urren
es de la variable propositionnelle X

par une formule A de MELL qui ne 
ontient au
une o

urren
e de variable
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propositionnelle aparaissant ailleurs dans R ou dans R

0

, alors R[A=X℄ �

R

0

[A=X℄, o�u R[A=X℄ (resp. R

0

[A=X℄) est obtenu �a partir de R (resp. R

0

) en

e�e
tuant les substitutions indiqu�ees 
i-dessus

(5) elle �etend stri
tement '

��

: il existe deux r�eseaux R et R

0

de MELL

t.q. R � R

0

sans que R '

��

R

0

.

D�emonstration :Nous allons prouver que la relation d'�equivalen
e 
her
h�ee

est la relation d'�equivalen
e s�emantique (
f. 7.1.2), et 
e tant pour la s�emantique


oh�erente ensembliste que pour la s�emantique 
oh�erente multiensembliste.

Notons �




une quel
onque de 
es deux relations d'�equivalen
e.

�




satisfait 
lairement (2) et (3). Pour nous 
onvain
re qu'elle satisfait (1),


onsid�erons un s�equent prouvable � de MLL et l'union disjointe des arbres

des formules de � : appelons-la S. Tout r�eseau standard R dont les 
on
lu-

sions sont de type � va satisfaire SPO(R) = S. Il est bien 
lair qu'on peut


hoisir � de telle sorte qu'en \
roisant les �ls des arêtes atomiques de S"

autrement que 
omme indiqu�e par R on obtienne un r�eseau R

0

6= R. On

aura alors (par le th�eor�eme 7.3.4) [R℄




6= [R

0

℄




.

Les deux 
ontre-exemples qui pr�e
�edent montrent bien que �




satisfait (5).

Quant �a (4), 
'est une 
ons�equen
e dire
te de la d�e�nition 7.1.2 : il y a une

quanti�
ation universelle sur l'interpr�etation des formules atomiques. �

13.3.2. Remarque. La proposition pr�e
�edente reste bien sûr vraie si on

�elimine la 
ondition (4), et la preuve est tr�es simple : il suÆt d'interpr�eter

tous les atomes de R et R

0

par le même espa
e 
oh�erent �ni et 
onsid�erer la

s�emantique ensembliste. On d�e
r�etera ensuite que R � R

0

ssi l'interpr�etation

de R et 
elle de R

0

sont �egales. Puisqu'on peut 
onstruire une in�nit�e de

r�eseaux qui ne sont pas ��-�equivalents (deux �a deux) tout en ayant le même

s�equent 
on
lusion, et puisque l'interpr�etation de 
e s�equent est un espa
e


oh�erent �ni, il est bien 
lair que plusieurs parmi 
es r�eseaux seront identi��es

par notre interpr�etation. Le le
teur qui d�esire se 
onvain
re de l'existen
e

des r�eseaux dont il est question 
i-dessus pourra (par exemple) traduire en

logique lin�eaire la formule intuitionniste 8X(X; (X ! X) ! X) qui est le

type des entiers de Chur
h, et prouver dans LL que 1; 2; : : : sont des entiers

(en se bornant �a �e
rire la partie propositionnelle de 
es preuves).

Cette même remarque s'applique aussi au fragment multipli
atif et expo-

nentiel de LL, sans atomes mais ave
 les �el�ements neutres 1 et ?.

13.3.3. Remarque. Une 
ons�equen
e de la proposition pr�e
�edente est que

le r�esultat de Statman sur la maximalit�e de la ��-�equivalen
e (modulo l'am-

biguit�e des types) en �-
al
ul simplement typ�e ne s'�etend pas �a MELL.
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Il �etait tentant de 
on
lure la remarque pr�e
�edente en rappelant que les

termes du �-
al
ul simplement typ�e sont les preuves de la logique minimale,

tandis que MELL permet de 
oder toute la logique 
lassique. Mais fallait-

il vraiment 
�eder �a 
ette tentation ? A notre avis, la r�eponse est n�egative

(
'est pourquoi nous ne l'avons pas fait), et nous essayerons d'en 
onvain
re

le le
teur dans les 
hapitres qui suivent.

Nous aurons l'o

asion de redis
uter des deux 
ontre-exemples du para-

graphe pr�e
�edent. Mais on peut se poser d�es maintenant une question na��ve

tr�es naturelle : si syntaxe et s�emantique ne sont pas d'a

ord, qui a raison ?

En d'autres termes, est-
e \juste" d'identi�er les deux r�eseaux R et R

0

des


ontre-exemples 1 et 2 ?

Il est bien �evident que la r�eponse d�ependra �eminemment du syst�eme judi-


iaire dans lequel on se pla
e... Mais si on prend 
omme 
rit�ere (un peu infor-

mel) 
elui selon lequel il faudrait identi�er toutes les preuves qui int�eragissent

de la même fa�
on ave
 l'environnement, i.e. ave
 les autres preuves en e�e
-

tuant des 
oupures (en premi�ere approximation), on aurait plutôt tenden
e

�a r�epondre de fa�
on aÆrmative �a la question 
i-dessus. En e�et, le le
teur

n'aura pas de mal �a v�eri�er que les r�eseaux R et R

0

(tant dans le 
as du


ontre-exemple 1 que dans 
elui du 
ontre-exemple 2) auront le même 
om-

portement vis �a vis de tout ensemble de r�eseaux ave
 lesquels on puisse


ouper R et R

0

. Ce
i est essentiellement dû au fait que les pr�emisses d'un

lien 
ontra
tion ne pourront être 
oup�ees que sur une même bô�te : 
'est

pr�e
is�ement 
e \même" dont la s�emantique 
oh�erente est au 
ourant, qu'elle

traduit par les 
onditions que nous avons appel�ees \d'uniformit�e" (
e que

nous venons de dire expliquant aussi, en partie, la terminologie). De 
e point

de vue, 
e serait la s�emantique qui \aurait raison".

Ce n'est pas du tout le 
as pour la s�emantique ensembliste, lorsqu'on in-

terpr�ete toutes les formules atomiques par le même espa
e 
oh�erent �ni :

dans le 
as des entiers de Chur
h, par exemple, une bô�te 
oup�ee sur la

formule 
on
lusion du lien 
ontra
tion d'arit�e arbitraire (aussi grande, en

fait, que l'entier repr�esent�e) sera dupliqu�ee un nombre de fois di��erent pour


haque entier. Dans 
e 
as on aura tendan
e �a vouloir distinguer 
es preuves

entre elles. C'est une des raisons pour lesquelles nous avons privilegi�e la

s�emantique multiensembliste.

Il est tout de même int�eressant, nous semble-t-il, de savoir que toutes 
es

identi�
ations sont possibles, sans que pour autant la relation d'�equivalen
e

induite sur les preuves soit d�eg�en�er�ee. Ce qui nous 
onduit �a formuler une


onje
ture. Elle n'est pas vraiment 
onforme �a notre point de vue, et nous

n'avons pas tent�e de la d�emontrer.
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Conje
ture : Soit �

0

la relation d'�equivalen
e sur les r�eseaux de MELL

(pas for
�ement standard) d�e�nie parR �

0

R

0

ssi [R℄

0

= [R

0

℄

0

, o�u R et R

0

sont

des r�eseaux de même 
on
lusion et [R℄

0

est l'interpr�etation 
oh�erente ensem-

bliste de R obtenue en interpr�etant les atomes de R par l'espa
e 
oh�erent

de trame vide.

Soit � une relation d'�equivalen
e sur les r�eseaux deMELL (telle que si R �

R

0

alors R et R

0

ont le même s�equent 
on
lusion) satisfaisant les 
onditions

(1) et (3) de la proposition 13.3.1, et telle que si R �

0

R

0

alors R � R

0

. On

a alors for
�ement �=�

0

.

Pour en revenir �a la question na��ve 
i-dessus, il nous semble que les r�eseaux de

MELL ne sont pas en mesure de rendre 
ompte de la 
ondition d'uniformit�e

que la s�emantique 
oh�erente multiensembliste parvient �a 
apturer. Nous

allons don
 nous laisser 
onduire par 
ette derni�ere, dans la suite.

Con
luons 
e 
hapitre en remarquant que dans les deux 
ontre-exemples �a

l'inje
tivit�e la pr�esen
e des a�aiblissements est essentielle, et que au
un des

r�eseaux 
onsid�er�es n'est un r�eseau polaris�e.



Chapitre 14

Fragments d'inje
tivit�e

On a montr�e dans le 
hapitre pr�e
�edent que la 
onje
ture 7.1.3 est fausse

pour la s�emantique 
oh�erente, �a 
ause de la propri�et�e d'uniformit�e. En sui-

vant l'id�ee que 
ette propri�et�e doit bien avoir un sens syntaxique (et pourquoi

pas \g�eom�etrique" ?), nous allons 
her
her des fragments de MELL pour

lesquels la s�emantique 
oh�erente multiensembliste est inje
tive.

Nous montrons que pour 
ertains r�eseaux (standard, sans bô�tes, sans af-

faiblissements, sans liens

}

), il existe une exp�erien
e inje
tive (proposition

14.1.4). La d�emonstration sugg�ere l'existen
e d'un lien entre la \
onnexit�e"

(en un sens �a pr�e
iser) du r�eseau et la propri�et�e que nous voulons prouver.

Le th�eor�eme pr�e
is qui d�e
oule de notre travail est le th�eor�eme 14.2.1.

La proposition 14.1.4 a aussi 
omme 
ons�equen
e un th�eor�eme d'inje
tivit�e

pour le fragment \faiblement polaris�e" de LL d�e�ni dans 14.2.3 (le th�eor�eme

14.2.7). En parti
ulier, 
e dernier th�eor�eme permet de prouver l'inje
tivit�e

de la s�emantique 
oh�erente multiensembliste pour le syst�eme ILU de logique

minimale (
orollaire 14.2.8), 
.�a.d. pour le �-
al
ul simplement typ�e.

En�n, nous laissons pr�esager d'une suite possible de notre analyse (la 
onje
-

ture 14.2.10).

14.1 Le 
as des 
ontra
tions terminales

Dans tout le pr�esent paragraphe, et sauf mention expli
ite du 
ontraire, un

r�eseau sera toujours un r�eseau standard, sans liens \!" (
.�a.d. sans bô�tes),

sans liens

}

, et sans liens ?w.

Nous allons montrer que si dans le r�eseau R tous les liens 
ontra
tion sont

terminaux, alors il existe une exp�erien
e inje
tive de R (proposition 14.1.4).

Nous voudrions que le le
teur prête une attention toute parti
uli�ere au rôle

195
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que joue la 
onnexit�e de R dans notre argument : nous pr�etendons que


'est en fait 
ette propri�et�e des preuves qui est �a mettre en relation ave
 la

propri�et�e d'uniformit�e de la s�emantique 
oh�erente.

Si � est une arête de type atomique 
on
lusion du lien axiome n du r�eseau

R, nous noterons dans la suite �

?

l'arête 
on
lusion de n di��erente de �.

14.1.1. Remarque. Soient a et a

0

deux arêtes (di��erentes et) de même

type du r�eseau R. Puisqu'il n'y a pas de liens a�aiblissement dans R, le 
as

(3) du lemme 11.1.4 est �a ex
lure. Par ailleurs, si a 2 G

a

0

ou bien si a

0

2 G

a

,

alors (puisqu'il n'y a pas de bô�tes dans R) for
�ement a ou a

0

est 
on
lusion

d'un lien ?
o. Le lemme en question nous dit alors que pour toute exp�erien
e

inje
tive e de R, e(a) 6= e(a

0

). Il n'y a don
 que deux possibilit�es pour la

relation de 
oh�eren
e entre e(a) et e(a

0

) : e(a)

`

e(a

0

) ou bien e(a)

a

e(a

0

).

Une exp�erien
e inje
tive d'un r�eseau R asso
ie don
 �a une paire d'arêtes

di��erentes et de même type un des deux �el�ements de l'ensemble f

a

;

`

g.

Ce
i justi�e la notation e(a; a

0

) pour la valeur \

a

" ou bien \

`

" de e sur

la paire d'arêtes de même type fa; a

0

g. Par d�e�nition d'exp�erien
e (6.2.1)

la valeur de l'exp�erien
e inje
tive e sur une paire d'arête fa; a

0

g ne d�epend

que de la valeur que e prend sur les paires d'arêtes atomiques de même type

(en fait \semblables", 
f. d�e�nition 14.1.9) f�; �

0

g, o�u � 2 G

a

et �

0

2 G

a

0

.

En fait, la donn�ee d'une exp�erien
e inje
tive d'un r�eseau R est exa
tement

la donn�ee d'une fon
tion qui asso
ie �a toute paire d'arêtes de même type

atomique un des deux �el�ements de l'ensemble f

a

;

`

g, la seule 
ontrainte

�etant que si � et �

0

sont deux arêtes de même type atomique, alors la valeur

de la fon
tion sur la paire f�; �

0

g est di��erente de la valeur de la fon
tion

sur la paire f�

?

; �

0

?

g.

Rappelons en�n que la relation de 
oh�eren
e est binaire, et on pourra don


d�e�nir une (pr�etendue) exp�erien
e e

0

�a partir d'une exp�erien
e e en modi-

�ant la relation de 
oh�erren
e entre les arêtes de même type atomique � et

�

0

, la seule 
ons�equen
e �etant que nous aurons aussi modi��e la relation de


oh�eren
e entre les arêtes �

?

et �

0

?

.

14.1.2. Remarque. Nous parlerons souvent, dans la suite, d'un \
ouple

d'arêtes", l�a o�u l'expression \paire d'arêtes" serait en fait plus appropri�ee.

Ce
i est dû au fait que la gestion des 
ouples s'av�ere souvent plus simple

que 
elle des paires.

14.1.3. Remarque. Soit R un r�eseau. A tout lien axiome l de 
on
lusion

�

l

et �

?

l

on asso
ie un �el�ement x

l

de la trame de l'espa
e 
oh�erent A de telle
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sorte que si l 6= l

0

alors x

l

6= x

l

0

.

La remarque 12.0.5 permet d'aÆrmer que pour que l'�etiquetage des arêtes

de R induit par la d�e�nition 
i-dessus donne lieu �a une exp�erien
e de R, il

faut et il suÆt que pour tout lien ?
o de R de pr�emisses a

1

; : : : ; a

k

on ait

e(a

i

)

`

e(a

j

), et 
e 8i; j 2 f1; : : : ; kg.

Nous alons prouver la

14.1.4. Proposition. Si R est un r�eseau dont tous les liens ?
o sont ter-

minaux, alors il existe une exp�erien
e inje
tive de R.

D�emonstration : C'est une 
ons�equen
e de la proposition 14.1.5. �

La remarque 14.1.3 montre bien que pour prouver la proposition pr�e
�edente,

il suÆra de prouver la proposition suivante. Le le
teur n'aura d'ailleurs au-


un mal �a se 
onvain
re que les deux �enon
�es sont en fait �equivalents.

14.1.5. Proposition. Soit R un r�eseau sans liens 
ontra
tion. Il existe

une exp�erien
e inje
tive e de R telle que pour tout 
ouple (a; a

0

) d'arêtes


on
lusions de R de même type A, on a e(a)

`

e(a

0

)(A).

D�emonstration : C'est une 
ons�equen
e de la proposition 14.1.18. �

Convention : Dans tout le reste du paragraphe, lorsque nous parlerons

d'un r�eseau, il s'agira toujours d'un r�eseau ne 
ontenant au
un lien ?
o.

Autrement dit, il n'y aura plus, dans nos r�eseaux, que des liens axiome,

tenseur, der�eli
tion.

14.1.6. Remarque. L'absen
e de liens ?
o dans un r�eseau R rend �evidente

l'existen
e d'une exp�erien
e inje
tive de R. Ce qui n'est pas �evident 
'est que


ette exp�erien
e satisfasse la 
on
lusion de la proposition 14.1.5.

Nous allons 
ommen
er par nous familiariser ave
 
es objets que sont �a

pr�esent nos r�eseaux. Dans la suite, nous passerons 
onstamment des r�eseaux

�a leur \repr�esentation duale" sous forme d'arbre, introduite dans la remarque

suivante.
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14.1.7. Remarque. (Repr�esentation duale). Un r�eseau de 
on
lusions

les arêtes a

1

; : : : ; a

n

est 
onstitu�e de n \blo
s" (les graphes G

a

1

; : : : ; G

a

n

),


onne
t�es entre eux par des liens axiome (et leurs 
on
lusions). Ce 
as res-

semble au 
as purement multipli
atif du 
hapitre 7, �a la di��eren
e que dans

nos r�eseaux il y a un unique graphe de 
orre
tion (
f. d�e�nition 1.3.6) : le

r�eseau lui-même.

Ce
i sugg�ere une autre repr�esentation possible pour nos r�eseaux, une sorte

de \repr�esentation duale" : tout blo
 est un noeud, et tout lien axiome de


on
lusions � et �

?

est une arête 
onne
tant deux noeuds. SiR est un r�eseau,

nous ferons r�ef�eren
e �a 
ette repr�esentation de R 
omme �a la \repr�esentation

duale" de R, que nous noterons R

?

.

Il est bien �evident que pour tout r�eseau R, le graphe R

?

est un arbre (
.�a.d.

qu'il est a
y
lique et 
onnexe).

Si a et b sont deux arêtes 
on
lusions de R, � et �

?

sont deux arêtes de type

atomique 
on
lusions d'un même lien axiome telles que � 2 G

a

et �

?

2 G

b

,

alors nous noterons toujours a et b les noeuds de R

?


orrespondant aux

blo
s G

a

et G

b

, et nous noterons ��

?

(resp.

�!

��

?

) l'arête non orient�ee (resp.

orient�ee) de R

?


onne
tant a et b.

Si � et �

0

sont deux 
hemins orient�es de R

?

t.q. le dernier noeud de � est

le premier noeud de �

0

, alors on notera � ? �

0

le 
hemin orient�e de R

?

dont

le premier (resp. le dernier) noeud est le premier (resp. le dernier) noeud de

� (resp. �

0

).

14.1.8. D

�

efinition. (Chemins de R

?

). Si a et b sont deux arêtes 
on
lu-

sions de R, alors il existe un unique 
hemin non orient�e (que nous noterons

�

a;b

) de R

?


onne
tant a et b. On notera

�!

�

a;b

(resp.

�!

�

b;a

) le 
hemin orient�e

de R

?

ayant 
omme premier noeud a (resp. b) et 
omme dernier noeud b

(resp. a).

Que le le
teur nous pardonne pour la d�e�nition suivante : il s'agit de d�e�nir

ave
 un peu de pr�e
ision la notion (intuitivement �evidente) de deux arêtes

\pareilles" (mais vraiment pareilles) dans les graphes de deux arêtes de même

type.

14.1.9. D

�

efinition. (arêtes semblables) Soit A une formule ne 
onte-

nant que les 
onne
teurs \?" et \
", et soit A

0

une formule quel
onque

obtenue �a partir de A en 
hangeant le nom des variables propositionnelles

de A de telle sorte que 
elles-
i soient deux �a deux di��erentes dans A

0

.
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Soient a

1

et a

2

deux arêtes de type A du r�eseau R. Soit G

0

a

1

l'arbre obtenu

�a partir de G

a

1

en 
hangeant le type des arêtes de G

a

1

de telle sorte que

maintenant l'arête a

1

soit de type A

0

. Remarquons d'une part que 
e
i est

possible par
e qu'il n'y a au
un lien ?
o dans R, et d'autre part que G

0

a

1

est bien d�e�ni. Nous 
onsid�erons i
i que les arêtes de G

0

a

1

sont les mêmes

que 
elles de G

a

1

, mais ave
 des types di��erents. On d�e�nit G

0

a

2

de la même

fa�
on. Soit 


1

(resp. 


2

) une arête de G

a

1

(resp. de G

a

2

). Nous dirons que 


1

et 


2

sont semblables lorsque, en tant qu'arêtes de G

0

a

1

et G

0

a

2

, 


1

et 


2

sont

de même type.

14.1.10. Remarque. Soient a

1

et a

2

deux arêtes 
on
lusions du r�eseau R.

Si 


1

(resp. 


2

) est une arête de G

a

1

(resp. de G

a

2

), et si 


1

et 


2

sont sem-

blables, alors a

1

et a

2

le sont aussi (
.�a.d. que a

1

et a

2

sont deux 
on
lusions

de même type).

14.1.11. Remarque. La d�e�nition de la relation de 
oh�eren
e dans les

espa
es A
B et ?B permet d'aÆrmer que pour tout r�eseau R et pour toute

exp�erien
e inje
tive e de R, on a :

pour tout 
ouple a; a

0

de 
on
lusions de même type de R, e(a)

`

e(a

0

) ssi il

existe un 
ouple (�; �

0

) 2 G

a

� G

a

0

d'arêtes semblables de type atomique

t.q. e(�)

`

e(�

0

).

Nous introduisons, dans la d�e�nition suivante, la notion de (C)-
ouple :

deux arêtes atomiques semblables de R vont 
onstituer un (C)-
ouple pour

un 
ouple de 
on
lusions de R lorsqu'elles \parti
iperont" �a la 
onnexion

entre 
es deux 
on
lusions (dans R

?

).

14.1.12. D

�

efinition. (
ouple de 
onnexit�e) Soit R un r�eseau et a et a

0

deux arêtes de même type 
on
lusions de R.

On dira que le 
ouple d'arêtes semblables de type atomique (�; �

0

) 2 G

a

�G

a

0

est un 
ouple de 
onnexit�e (ou plus su

intement un C-
ouple) pour (a; a

0

)

lorsque le 
hemin �

a;a

0

de R

?


onne
tant a et a

0


ontient l'arête ��

?

ou/et

l'arête �

0

�

0

?

.

14.1.13. Remarque. Pour tout 
ouple (a; a

0

) d'arêtes 
on
lusions de même

type d'un r�eseau R, il existe toujours un (C)-
ouple pour (a; a

0

), et il en

existe au plus deux.

Remarquons que lorsque le type de a et de a

0

ne 
ontient au
une o

urren
e

du 
onne
teur 
, il n'y aura qu'un seul (C)-
ouple pour (a; a

0

).



200 CHAPITRE 14. FRAGMENTS D'INJECTIVIT

�

E

Remarquons aussi que si (�; �

0

) est l'unique (C)-
ouple pour (a; a

0

), alors

(�

?

; �

0

?

) ne peut pas être un (C)-
ouple. Cette remarque est importante :

nous en ferons usage dans la d�emonstration de la proposition 14.1.18.

14.1.14. D

�

efinition. (
ouple de 
hemins semblables) SoitR un r�eseau

et a; a

0

deux arêtes 
on
lusions de R et de même type. Soit n un entier po-

sitif non nul. Soit � (resp. �

0

) un 
hemin orient�e de R

?

issu de a (resp. de

a

0

) dont les arêtes sont

�!

�

1

�

?

1

; : : : ;

�!

�

n

�

?

n

(resp.

�!

�

0

1

�

0

?

1

; : : : ;

�!

�

0

n

�

0

?

n

).

Nous dirons que (�;�

0

) est un 
ouple de 
hemins semblables issu de (a; a

0

)

lorsque :

- les arêtes �

i

et �

0

i

sont semblables 8i 2 f1; : : : ; ng

- les arêtes �

?

i

et �

0

?

i

sont semblables 8i 2 f1; : : : ; n� 1g .

Nous dirons que le 
ouple de 
hemins semblables (�;�

0

) est maximal, lorsque

les arêtes �

?

n

et �

0

?

n

ne sont pas semblables.

La proposition suivante est une 
ons�equen
e de la 
onnexit�e de l'arbre R

?

,

et 
'est l'ingr�edient essentiel dans la preuve de la proposition 14.1.18. Pour

en donner une preuve pr�e
ise nous asso
ions, �a tout 
hemin orient�e de R

?

,

un entier sur lequel on pourra raisonner par indu
tion.

14.1.15. D

�

efinition. Soient 
 et d deux arêtes 
on
lusions du r�eseau R,

et soit 



?

l'arête de �


;d

dont d est une des extr�emit�es.

Commen�
ons par remarquer qu'on peut fa
ilement ordonner les sous-arbres

de R

?


ontenant d et ne 
ontenant pas l'arête 



?

: par exemple en 
omptant

le nombre d'arêtes de 
es sous-arbres. Il est bien 
lair que l'ensemble de 
es

sous-arbres ainsi ordonn�e a un �el�ement maximal : notons-le A

d

.

On peut alors asso
ier un entier au 
hemin orient�e

�!

�


;d

: le nombre d'arêtes

de l'arbre A

d

, que l'on notera jj

�!

�


;d

jj.

Remarquons que pour deux arêtes 
 et d 
omme 
i-dessus, on a jj

�!

�


;d

jj = 0

ssi d est une feuille de R

?

, 
.�a.d. ssi le type de d ne 
ontient pas d'o

urren
es

du 
onne
teur 
.

14.1.16. Proposition. (
ouple de 
hemins semblables maximal).

Soient a et a

0

deux arêtes de même type 
on
lusions du r�eseau R, et suppo-

sons qu'il existe pour (a; a

0

) deux (C)-
ouples.

Il existe un 
ouple de 
hemins semblables maximal (�;�

0

) issu de (a; a

0

) et

t.q. � est un sous-
hemin orient�e du 
hemin orient�e

�!

�

a;a

0

?�

0

.
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D�emonstration : Soit (�; �

0

) un (C)-
ouple pour (a; a

0

) et supposons que

�!

��

?

soit la premi�ere arête de

�!

�

a;a

0

. Appelons alors

�!

�

n

�

n

?

la derni�ere arête

de

�!

�

a;a

0

: puisqu'il y a deux (C)-
ouples pour (a; a

0

), on a �

0

6= �

n

?

.

Soit b (resp. b

0

) l'arête 
on
lusion de R t.q. �

?

2 G

b

(resp. �

0

?

2 G

b

0

).

Si �

?

et �

0

?

ne sont pas semblables, alors la proposition est vraie. Si elles

le sont, alors b et b

0

sont deux 
on
lusions de même type de R (par la

remarque 14.1.10). Puisque �

0

6= �

n

?

, le noeud b

0

n'est pas un noeud de

�!

�

a;a

0

et l'arête

�!

�

0

�

0

?

n'est pas une arête de

�!

�

a;a

0

. Plus pr�e
is�ement, on a

�!

�

a;a

0

?

�!

�

0

�

0

?

=

�!

��

?

?

�!

�

b;b

0

.

Soit

�!

��

?

la premi�ere arête de

�!

�

b;b

0

: on a � 6= �

?

. Soit �

0

2 G

b

0

l'arête

semblable �a � : on a �

0

6= �

0

?

. Le 
ouple (�; �

0

) est un (C)-
ouple pour

(b; b

0

), et il existe deux (C)-
ouples pour (b; b

0

) : (�; �

0

) et (�

?

; �

0

?

). On est

don
 revenu �a la situation de d�epart, mais 
ette fois ave
 le 
ouple (b; b

0

).

La raison pour laquelle il va for
�ement falloir s'arrêter un jour, 
'est que R

?

est un arbre.

Plus formellement, on pro
�ede par indu
tion sur jj

�!

�

a;a

0

jj.

Si jj

�!

�

a;a

0

jj = 0, alors a

0

est une feuille de l'arbre R

?

. Le type de a

0

(qui est

aussi 
elui de a) est alors atomique, �eventuellement pre�x�e par un 
ertain

nombre de \?". De toutes fa�
ons a sera aussi une feuille de R

?

, et l'hypoth�ese

de la proposition est alors fausse, puisque dans 
e 
as il existe un unique

(C)-
ouple pour (a; a

0

).

Si jj

�!

�

a;a

0

jj > 0, alors on vient de voir que les hypoth�eses de la proposition

sont satisfaites pour les noeuds b et b

0

de R

?

. On aura par ailleurs jj

�!

�

a;a

0

jj > jj

�!

�

b;b

0

jj, 
e qui nous permettra d'appliquer l'hypoth�ese de r�e
urren
e :

appelons (	;	

0

) le 
ouple de 
hemins semblables maximal issu de (b; b

0

) tel

que 	 est un sous-
hemin de

�!

�

b;b

0

?	

0

. Appelons � (resp. �

0

) le 
hemin

�!

��

?

?	 (resp.

�!

�

0

�

0

?

?	

0

). Le 
ouple (�;�

0

) est bien un 
ouple de 
hemins

semblables maximal issu de (a; a

0

). Par ailleurs � =

�!

��

?

?	 est un sous-


hemin de

�!

��

?

?

�!

�

b;b

0

?	

0

=

�!

�

a;a

0

?

�!

�

0

�

0

?

?	

0

=

�!

�

a;a

0

?�

0

. �

La remarque suivante va nous être utile dans la d�emonstration de la propo-

sition qui la suit.
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14.1.17. Remarque. Reprenons les notations de la proposition pr�e
�edente.

Soient 
 et 


0

deux 
on
lusions de même type de R. Si (
; 


0

) 2 G




�G




0

est

un 
ouple d'arêtes semblables de type atomique t.q.

�!





?

(resp.

�!




0




0

?

) est

une arête de � (resp. �

0

), alors (
; 


0

) est un (C)-
ouple pour (
; 


0

).

La proposition suivante, qui aura 
omme 
ons�equen
e la proposition 14.1.5

(et don
 la proposition 14.1.4 que nous 
her
hons �a prouver) met bien l'a
-


ent sur l'importan
e de la 
onnexit�e. Elle prouve que la solution �a notre

probl�eme pour un 
ouple de 
on
lusions de même type (a; a

0

) est fournie

pr�e
is�ement par les 
ouples d'arêtes semblables qui assurent la 
onnexion

entre a et a

0

: les (C)-
ouples.

14.1.18. Proposition. Soit R un r�eseau. Il existe une exp�erien
e inje
tive

e de R telle que :

pour tout 
ouple (a; a

0

) d'arêtes 
on
lusions de R de même type, il existe un

C-
ouple (�; �

0

) pour (a; a

0

) satisfaisant e(�)

`

e(�

0

).

D�emonstration : Soit k le nombre de paires d'arêtes 
on
lusions de même

type du r�eseau R. Soit e une exp�erien
e inje
tive quel
onque de R et k

e

le nombre des paires d'arêtes f
; 


0

g 
on
lusions de même type de R pour

lesquelles il existe un (C)-
ouple (�




; �

0




) 2 G




�G




0

t.q. e(�




)

`

e(�

0




0

).

On va prouver, par indu
tion sur k�k

e

, qu'il existe une exp�erien
e inje
tive

e

0

de R satisfaisant la 
on
lusion de la proposition.

Si k � k

e

= 0, alors e est l'exp�erien
e inje
tive de R 
her
h�ee.

Autrement, il existe un 
ouple (a; a

0

) de 
on
lusions de même type de R t.q.

pour le ou les (C)-
ouple(s) (�

a

; �

a

0

) pour (a; a

0

), on a e(�

a

)

a

e(�

0

a

0

). On va


onstruire, �a partir de e, une exp�erien
e inje
tive e

0

de R t.q. k

e

0

> k

e

. Il

suÆra ensuite d'appliquer l'hypoth�ese d'indu
tion.

Fixons un (C)-
ouple (�; �

0

) pour (a; a

0

). Si (�; �

0

) est le seul (C)-
ouple

pour (a; a

0

), alors (voir remarque 14.1.13) (�

?

; �

0

?

) ne peut pas être un (C)-


ouple. Dans 
e 
as, il suÆra de d�e�nir l'exp�erien
e e

0


omme l'exp�erien
e

e sauf sur f�; �

0

g et sur f�

?

; �

0

?

g : on posera dans 
e 
as e

0

(�)

`

e

0

(�

0

) (et

don
 e

0

(�

?

)

a

e

0

(�

0

?

)). On aura alors k

e

0

= k

e

+ 1.

Si par 
ontre (�; �

0

) n'est pas le seul (C)-
ouple pour (a; a

0

), alors on peut

appliquer la proposition 14.1.16 : soit (�;�

0

) le 
ouple de 
hemins semblables

maximal t.q. � est un sous-
hemin de

�!

�

a;a

0

?�

0

.

Supposons que � et �

0


ontiennent k+1 arêtes di��erentes (k � 0). Appelons

(b

1

; b

0

1

); : : : ; (b

k

; b

0

k

) les 
ouples d'arêtes 
on
lusions deR et (�

1

; �

0

1

); : : : ; (�

k

; �

0

k

)

les 
ouples d'arêtes atomiques de R t.q. :
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- les noeuds travers�es par �

0

sont, dans l'ordre, a

0

; b

0

1

; : : : ; b

0

k

; b

0

k+1

- les noeuds travers�es par � sont, dans l'ordre, a; b

1

; : : : ; b

k

; b

k+1

- �

0

i

2 G

b

0

i

(resp. �

i

2 G

b

i

) et �

0?

i

2 G

b

0

i+1

(resp. �

?

i

2 G

b

i+1

), pour i 2

f1; : : : ; kg

- 8i 2 f1; : : : ; kg (resp. 8i 2 f1; : : : ; k � 1g), �

0

i

et �

i

(resp. �

0?

i

et �

?

i

) sont

semblables, tandis que �

0?

k

et �

?

k

ne sont pas semblables

-

�!

��

?

(resp.

�!

�

0

�

0

?

) est l'arête de �

0

(resp. de �) 
onne
tant a �a b

1

(resp. a

0

�a b

0

1

)

- 8i 2 f1; : : : ; kg,

�!

�

0

i

�

0?

i

(resp.

�!

�

i

�

?

i

) est l'arête de �

0

(resp. de �) 
onne
tant

b

0

i

et b

0

i+1

(resp. b

i

et b

i+1

).

On d�e�nit alors e

0

sur toute paire d'arêtes atomiques de même type fÆ; Æ

0

g

de R de la fa�
on suivante :

{ si fÆ; Æ

0

g =2 ff�; �

0

g; f�

?

; �

0

?

gg [ ff�

i

; �

0

i

g; f�

?

i

; �

0

?

i

g : i 2 f1; : : : ; kgg,

alors e

0

(Æ; Æ

0

) = e(Æ; Æ

0

)

{ e

0

(�)

`

e

0

(�

0

) (don
 e

0

(�

?

)

a

e(�

0

?

))

{ 8i 2 f1; : : : ; kg, e

0

(�

i

)

`

e

0

(�

0

i

) (don
 e

0

(�

?

i

)

a

e

0

(�

0

?

i

)).

Montrons maintenant que k

e

0

> k

e

.

Si f
; 


0

g =2 ffa; a

0

g; fb

1

; b

0

1

g; : : : ; fb

k

; b

0

k

gg, alors 8Æ 2 G




et 8Æ

0

2 G




0

ave


Æ et Æ

0

semblables de type atomique, on a e

0

(Æ; Æ

0

) = e(Æ; Æ

0

) (n'oublions pas

que �

0?

k

2 G

b

0

k+1

et �

?

k

2 G

b

k+1

ne sont pas semblables). Ce qui signi�e que

si (Æ; Æ

0

) est un (C)-
ouple pour (
; 


0

) t.q. e(Æ)

`

e(Æ

0

), 
e sera toujours le 
as

pour e

0

.

Si f
; 


0

g 2 ffb

1

; b

0

1

g; : : : ; fb

k

; b

0

k

gg, alors par la remarque 14.1.17 on sait

que 8i 2 f1; : : : ; kg le 
ouple (�

i

; �

0

i

) est un (C)-
ouple pour (b

i

; b

0

i

), et par

d�e�nition de e

0

on a e

0

(�

i

)

`

e

0

(�

0

i

).

Si (
; 


0

) = (a; a

0

), alors on a par d�e�nition de e

0

: e(�)

`

e(�

0

) (o�u (�; �

0

) est

un (C)-
ouple).

Dans tous les 
as, il est don
 bien 
lair que k

e

0

� k

e

+ 1. �

14.2 Con
lusions

Nous allons maintenant �enon
er le th�eor�eme que notre m�ethode nous a

amen�e �a prouver (le th�eor�eme 14.2.1). Il prouve l'inje
tivit�e pour tous les

sous-syst�emes de MELL qui satisfont une 
ertaine 
ondition.

Nous montrons ensuite qu'une simple variante de la proposition 14.1.4 (et

une remarque amusante) permet(tent) de prouver l'inje
tivit�e de la s�emantique


oh�erente multiensembliste pour un fragment signi�
atif deMELL (th�eor�eme

14.2.7). En parti
ulier, le syst�eme ILU de logique minimale (
.�a.d. le �-
al
ul
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simplement typ�e) fait partie de notre fragment, et la s�emantique 
oh�erente

multiensembliste est don
 inje
tive pour ILU .

Nous 
on
luons en remarquant que si le th�eor�eme 14.2.7 est une fa�
on d'ex-

primer notre r�esultat, 
e n'est 
ertainement pas la seule : 
'est 
e que, te
h-

niquement, nous sommes 
apables de d�emontrer �a 
e jour, mais il est vrai-

semblable que la m�ethode puisse s'�etendre �a des 
adres bien plus amples,


omme nous le 
onje
turons dans 14.2.10.

Nous oublierons, dans 
e dernier paragraphe, les 
onventions sur les r�eseaux

adopt�ees jusqu'�a pr�esent dans 
e 
hapitre.

Soit R un r�eseau de MELL. On notera R

0

le r�eseau standard asso
i�e �a sa

forme normale (d�e�nition 7.1.1), L(R

0

) le lin�earis�e de R

0

(d�e�nition 11.2.1),

et en�n (lorsque L(R

0

) ne 
ontient pas d'a�aiblissements) on notera L(R

0

)

}

l'ensemble des r�eseaux obtenus �a partir de L(R

0

) en �eliminant les liens

}

(remarque 12.0.9).

Dans les �enon
�es suivants, nous utilisons les notations de la d�e�nition 7.1.2.

Pour un r�eseau R, on notera [R℄


ohm

la s�emantique 
oh�erente multiensem-

bliste de R.

14.2.1. Th

�

eor

�

eme. Soit R un r�eseau de MELL tel que R

0

ne 
ontient

pas de liens a�aiblissement et il existe un �el�ement de L(R

0

)

}

dont tous les

liens 
ontra
tion sont terminaux.

Si R

0

est un r�eseau de même 
on
lusion que R et si [R℄


ohm

= [R

0

℄


ohm

, alors

R '

��

R

0

.

D�emonstration : Soit L(R

0

)

�

l'�el�ement de L(R

0

)

}

ne 
ontenant que des

liens 
ontra
tion terminaux. Par la proposition 14.1.4, il existe une exp�erien
e

inje
tive de L(R

0

)

�

. Par la proposition 12.0.10, il existe une exp�erien
e in-

je
tive de L(R

0

). Soit alors n > sup(1; h) o�u h est l'arit�e maximale des liens


ontra
tion de R

0

. Par la proposition 11.2.4, il existe une n-exp�erien
e ob-

sessionnelle inje
tive de R

0

. Soit R

0

0

le r�eseau standard asso
i�e �a R

0

. Par le

th�eor�eme 10.2.4, on a R

0

= R

0

0

, 
.�a.d. R '

��

R

0

. �

14.2.2. Th

�

eor

�

eme. Soit R un r�eseau de MELL tel que R

0

ne 
ontient

pas de liens a�aiblissement. Supposons qu'il existe un �el�ement L(R

0

)

�

de

L(R

0

)

}

pour lequel il existe une exp�erien
e inje
tive.

Si R

0

est un r�eseau de même 
on
lusion que R et si [R℄


ohm

= [R

0

℄


ohm

, alors

R '

��

R

0

.
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D�emonstration : Elle est identique �a 
elle du th�eor�eme pr�e
�edent, �a la

di��eren
e que nous supposons i
i l'existen
e de l'exp�erien
e inje
tive de

L(R

0

)

�

, alors que nous l'avons prouv�ee 
i-dessus. �

Nous allons d�e�nir la notion de formule \faiblement polaris�ee" qui est �a

mettre en relation ave
 la d�e�nition 15.2.3 de formule polaris�ee et la d�e�nition

15.5.1 de formule fortement polaris�ee.

14.2.3. D

�

efinition. (Formules faiblement polaris�ees) Une formule

propositionnelle P (resp. N) de LL est dite faiblement positive (resp. faible-

ment n�egative) lorsqu'elle est 
onstruite de la fa�
on suivante (X �etant une

formule atomique) :

P ::= X j P 
 P j P
!N j !N 
 P

N ::= X j N

}

N j ?P

}

N j N

}

?P

Nous dirons qu'une formule est faiblement polaris�ee lorsqu'elle est faiblement

positive ou bien faiblement n�egative.

On dira qu'un r�eseau de MELL est faiblement polaris�e lorsque les types de

ses 
on
lusions sont tous des sous-formules de formules faiblement polaris�ees.

14.2.4. Remarque. La parti
ularit�e de la d�e�nition 
i-dessus par rapport

aux deux autres 
it�ees est qu'on ne suppose rien sur les atomes, qui sont

tous �a la fois faiblement positifs et faiblement n�egatifs.

Ce
i signi�e, en parti
ulier, qu'une formule faiblement polaris�ee A n'est pas

�equivalente �a ?A ni �a !A, et 
e 
ontrairement aux formules polaris�ees (voir

la proposition 15.2.4).

14.2.5. Lemme. Soit R un r�eseau standard de MELL sans bô�tes. Si R

satisfait le propri�et�e :

(P ) toute arête de type ?F (F formule de LL) est (modulo un lien ?
o)

pr�emisse d'un lien

}

ou bien terminale, et tout lien

}

a au moins une pr�emisse

qui n'est pas de type ?F (F formule de LL)

alors il existe une exp�erien
e inje
tive de R.

D�emonstration : Par indu
tion sur le nombre k de liens

}

de R.

Si k = 0, alors toute arête de type ?F de R est terminale (modulo un lien


ontra
tion). Soit R

0

le r�eseau obtenu �a partir de R en e�a�
ant tous les liens

a�aiblissements (n�e
essairement terminaux) de R. Tout lien 
ontra
tion de

R

0

est terminal, et il n'y a pas de lien

}

dans R

0

: par la proposition 14.1.4,
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�
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il existe une exp�erien
e inje
tive de R

0

. Et don
 une exp�erien
e inje
tive de

R.

Si k > 0, soit alors a une 
on
lusion de R t.q. il existe un lien

}

dans G

a

.

Soit n un lien

}

de G

a

qui est un \parmi les plus pro
hes de a". Cette

expression a 
lairement un sens (il est fa
ile de mesurer la distan
e �a a

dans l'arbre G

a

). On peut appliquer �a 
e lien

}

, la pro
�edure d'�elimination

d�e
rite au 
hapitre 12, et 
e malgr�e l'�eventuelle pr�esen
e d'a�aiblissements.

Nous allons le faire judi
ieusement, de telle sorte que que le r�eseau R

0

ainsi

obtenu satisfasse en
ore la propri�et�e (P ). Si jamais (ave
 les notations de la

d�e�nition 12.0.7) une des deux pr�emisses des a

i

(par exemple 


i

) est de type

C =?E, alors on va appliquer la pro
�edure de telle sorte �a obtenir un r�eseau

de 
on
lusion �nA;A[D=C

}

D℄; ?E (et pas �nA;A[C=C

}

D℄; ?D). Il est


apital de remarquer que 
'est par
e que (par hypoth�ese) D 6=?F pour toute

formule F , que la propri�et�e (P ) sera toujours satisfaite par R

0

. La 
on
lusion

s'obtient alors en appliquant l'hypoth�ese d'indu
tion. �

14.2.6. Proposition. Soit R un r�eseau faiblement polaris�e.

Il existe toujours une exp�erien
e inje
tive de L(R

0

).

D�emonstration : Il suÆt de remarquer que L(R

0

) satisfait la propri�et�e

(P ) du lemme 14.2.5, 
e qui est �evident. �

14.2.7. Th

�

eor

�

eme. Soit R un r�eseau faiblement polaris�e.

Si R

0

est un r�eseau de même 
on
lusion que R et si [R℄


ohm

= [R

0

℄


ohm

, alors

R '

��

R

0

.

D�emonstration : La proposition 14.2.6 permet d'aÆrmer qu'il existe une

exp�erien
e inje
tive de L(R

0

). Soit alors n > sup(1; h) o�u h est l'arit�e maxi-

male des liens 
ontra
tion de R

0

. Par la proposition 11.2.4, il existe une

n-exp�erien
e obsessionnelle inje
tive de R

0

. Soit R

0

0

le r�eseau standard as-

so
i�e �a R

0

. Par le th�eor�eme 10.2.4, on a SPL(R

0

) = SPL(R

0

0

).

Remarquons alors que puisque R

0

et R

0

0

sont faiblement polaris�es, tout lien

?w de R

0

ou R

0

0

qui n'est pas terminal est pr�emisse d'un lien

}

; et tout lien

}

de 
es deux r�eseaux a au moins une pr�emisse qui n'est pas 
on
lusion d'un

lien ?w.

La remarque \amusante" dont il �etait question au d�ebut de 
e paragraphe,

est la suivante : on peut aÆrmer que, dans 
e 
as, même en pr�esen
e d'af-

faiblissements, la 
ara
t�erisation des bô�tes que fournit la preuve de la pro-

position 10.0.7 est toujours valable pour R

0

et R

0

0

.

On en d�eduira que R

0

= R

0

0

, 
.�a.d. R '

��

R

0

. �
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14.2.8. Corollaire. La s�emantique 
oh�erente multiensembliste est inje
-

tive pour le fragment intuitionniste ILU de la logique uni��ee LU de Girard

([Girard 93℄).

D�emonstration : Le syst�eme ILU est en fait le fragment t de LK

�

(d�e�ni

dans [DJS 97℄ et dont il sera question dans le 
hapitre 15), et Danos, Joi-

net et S
hellinx ont prouv�e que pour 
e fragment la tradu
tion de Girard

A ! B =!A(B induit une s�emantique d�enotationnelle pour ILU . Il suÆt

alors de remarquer que 
ette tradu
tion n'utilise que des formules faiblement

polaris�ees, et appliquer ensuite le th�eor�eme 14.2.7. �

14.2.9. Remarque. On aurait pu donner des preuves \moins 
onstru
ti-

ves" de la proposition 14.1.18, mais il nous semble que la preuve que nous

avons donn�ee est plus int�eressante, puisqu'elle sugg�ere que la propri�et�e de


onnexit�e des r�eseaux est li�ee �a la propri�et�e d'uniformit�e de la s�emantique


oh�erente.

Un autre interêt de 
ette preuve est qu'on peut esp�erer l'�etendre au 
as

des r�eseaux fortement polaris�es sans 
onstantes (voir d�e�nition 15.5.1). Ce

r�esultat serait parti
uli�erement int�eressant 
ar il permettrait de prouver l'in-

je
tivit�e de la P -s�emantique (d�e�nie dans le 
hapitre 15) pour le fragment

multipli
atif du syst�eme LC de Girard (voir d�e�nition 15.5.3), 
omme nous

le pr�e
isons dans la remarque 15.5.4.

Nous allons terminer en esquissant une preuve d'inje
tivit�e de la s�emantique


oh�erente multiensembliste pour les r�eseaux fortement polaris�es, qui seront

toujours, dans les lignes qui suivent, sans additifs, sans a�aiblissements, et

sans 
onstantes.

On pro
�ede exa
tement 
omme dans le 
as faiblement polaris�e jusqu'�a l'�etape

d'�elimination des liens

}

. La pr�esen
e de formules telles que ?X

}

?X parmi

les formules fortement polaris�ees, nous empê
hera d'aboutir �a un r�eseau dont

les liens ?
o sont tous terminaux.

Si R est un r�eseau fortement polaris�e, le le
teur se rendra 
ompte fa
ile-

ment qu'on peut obtenir, en �eliminant (judi
ieusement) les

}

de L(R

0

) et

en e�a�
ant les liens ?
o terminaux, un r�eseau R

�

qui sera toujours 
onstitu�e

d'un 
ertains nombre de \blo
s" (
omme dans la remarque 14.1.7). La

di��eren
e essentielle ave
 le 
as faiblement polaris�e �etant que les 
onnexions

entre 
es blo
s s'e�e
tueront soit par un lien axiome et ses 
on
lusions

(
omme dans le 
as que nous avons analys�e) soit par un \fais
eau" de liens

axiomes. Soyons un peu plus pr�e
is : \en haut" de 
haque blo
 nous n'aurons
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plus for
�ement des arêtes de type atomique, mais aussi des 
on
lusions de

liens ?
o dont les pr�emisses sont de type ?X (ave
 X atomique).

La repr�esentation duale de la remarque 14.1.7 s'�etend don
 tr�es bien au 
as

des r�eseaux fortement polaris�es, �a la di��eren
e que le graphe (R

�

)

?

n'est

plus un arbre mais... un r�eseau !

La repr�esentation duale (R

�

)

?

du r�eseau R

�

sera un graphe appari�e satis-

faisant la 
ondition (ACC) : pour tout 
hoix S d'une pr�emisse de 
haque

lien ?
o on obtient un graphe S((R

�

)

?

) qui est un arbre.

La même te
hnique de d�emonstration semble s'�etendre au 
as o�u (R

�

)

?

satisfait (ACC), mais nous n'avons pas en
ore pu le prouver.

Il est don
 tr�es naturel de 
on
lure 
e 
hapitre par la 
onje
ture qui suit,

et dont la 
ons�equen
e imm�ediate (�a la lumi�ere du th�eor�eme 14.2.2) serait

l'inje
tivit�e de la s�emantique 
oh�erente multiensembliste pour les r�eseaux

fortement polaris�es, et don
 pour le fragment multipli
atif (et sans a�aiblis-

sements) de LC (par la remarque 15.5.4).

14.2.10 Conje
ture

SoitR un r�eseau fortement polaris�e et soitR

�

le r�eseau (dont il �etait question


i-dessus) obtenu �a partir de L(R

0

) en �eliminant judi
ieusement les liens

}

et en e�a�
ant les liens ?
o terminaux.

Il existe pour R

�

une exp�erien
e inje
tive telle que pour tout 
ouple (a; a

0

)

d'arêtes 
on
lusions de R

�

de même type A, e(a)

`

e(a

0

)(A).



Chapitre 15

Logique lin�eaire polaris�ee et

logique 
lassique

La notion de polarit�e fut introduite par J.-Y. Girard dans [Girard 91b℄.

La notion de fo
alisation fut 
lairement 
ern�ee pour la premi�ere fois dans

[AndrPar 91℄, mais nous en avons pris 
onnaissan
e �a travers les travaux

sur la logique 
lassique [Girard 91b℄ (\le b�enitier" de LC) et [DJS 97℄ (\la

�-
ontrainte" de LK

�

).

Les raisons pour 
onsid�erer le fragment polaris�e et fo
alis�e de LL sont l�egions.

La premi�ere nous vient sans au
un doute de [Girard 91b℄ : 
e fragment

(qui est un tout petit fragment de LL) est suÆsant pour 
oder la logique


lassique, et en plus pour d�e�nir une pro
�edure d'�elimination des 
oupures

munie d'une s�emantique d�enotationnelle pour la logique 
lassique. Puisque

la logique 
lassique est tout de même LA logique, �a elle toute seule 
ette

motivation justi�erait d�ej�a amplement l'�etude du fragment en question (en

tous 
as aux yeux de l'auteur de 
ette th�ese).

L'�etude de Girard a �et�e �etendue (tout au moins s�emantiquement) au se-


ond ordre dans [Quatrini 95℄. Plus r�e
emment, O. Laurent a montr�e dans

[Laurent 99℄ que dans le fragment polaris�e la s�equentialisation des r�eseaux

ave
 poids de Girard ([Girard 95a℄) est beau
oup plus simple. Nous mon-

trerons dans [LaurQuatrTorto 99℄ que la normalisation est aussi beau
oup

plus simple dans 
e fragment, et 
e ind�ependamment de la syntaxe 
hoisie

pour repr�esenter les additifs (r�eseaux ave
 poids de Girard, multibô�tes du


hapitre 5, ou simplement bô�tes additives du 
hapitre 1). Voir aussi �a 
e

sujet la remarque 15.2.8.

Le 
ontenu de 
e 
hapitre est le fruit d'une 
ollaboration ave
 Myriam Qua-

trini (
ommen
�ee ave
 [QuatrTorto 96℄), et d'une 
ollaboration plus tardive

209
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ave
 Olivier Laurent, le tout �etant 
ontenu dans [LaurQuatrTorto 99℄. Nous

ferons aussi r�ef�eren
e �a une 
ollaboration ave
 J.-B. Joinet et H. S
hellinx,

dont le 
ontenu est expos�e dans [JST 95℄ et [JST 98℄.

Les trois premiers paragraphes 
ontiennent une pr�esentation, assez su

inte

mais exhaustive, du 
adre dans lequel nous exposerons les r�esultats des deux

derniers paragraphes.

Dans le paragraphe 15.4, nous d�e�nissons une 
ontrainte sur les preuves


lassiques (la �-
ontrainte) qui, ave
 la �-
ontrainte de [DJS 97℄, fournit un

syst�eme (LK

�;�

pol

) 
omplet pour la prouvabilit�e 
lassique (th�eor�eme 15.4.9)

et stable par �elimination des 
oupures (th�eor�eme 15.4.11). Un des int�erêts

d'un tel syst�eme est que le P -plongement de Girard est une d�e
oration de

LK

�;�

pol

, dont l'image est pr�e
is�ement la logique lin�eaire polaris�ee et fo
alis�ee

(proposition 15.4.12). Ce
i permet de montrer que le P -plongement induit

une s�emantique d�enotationnelle de la logique 
lassique (th�eor�eme 15.4.14),

grâ
e �a laquelle une �etude plus syntaxique des isomorphismes ayant pr�esid�e �a

la d�e�nition du syst�eme LC de Girard est possible au paragraphe 15.5. C'est

toujours dans le syst�eme LK

�;�

pol

(plus pr�e
is�ement dans son fragment LC

�

)

que la question de l'inje
tivit�e de la s�emantique pour la logique 
lassique

semble, �a la lumi�ere des r�esultats expos�es dans les 
hapitres pr�e
�edents,

pouvoir trouver une r�eponse positive (remarque 15.5.4).

Nous utiliserons, dans la suite, la terminologie usuelle pour les r�egles du


al
ul des s�equents : nous supposerons que le le
teur est familier ave
 la

notion de 
on
lusion et pr�emisse(s) d'une r�egle, ainsi qu'ave
 
elle de formule

a
tive dans une r�egle.

Lorsque nous parlerons de \s�emantique d'une preuve �", 
elle-
i �etant �e
rite

dans un 
al
ul des s�equents (de LL) quel qu'il soit, nous nous r�ef�ererons en

fait �a la s�emantique du r�eseau asso
i�e �a �, suivant la d�e�nition du 
ha-

pitre 6. Dans 
e 
hapitre, il s'agira toujours (sauf mention expli
ite du


ontraire) d'une quel
onque des trois s�emantiques pr�esent�ees au 
hapitre

6 : la s�emantique 
oh�erente ensembliste, la s�emantique 
oh�erente multien-

sembliste, et la s�emantique relationnelle (multiensembliste).

15.1 Le 
al
ul des s�equents 
lassique LK

Nous pr�esentons 
i-dessous une version monolat�ere du 
al
ul des s�equents

de Gentzen, qui tient 
ompte du style multipli
atif ou additif des r�egles.

C'est bien sûr une notion qui nous vient de LL, et qui n'a pas de v�eritable

importan
e tant que l'on s'int�eresse �a des questions de prouvabilit�e. Mais

nous verrons que le style d'une r�egle n'est point anodin, �a partir du moment
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o�u les objets sur lesquels on travaille sont les preuves et leur normalisation

(
f. 15.3.3).

On notera _

m

(resp. ^

m

) la disjon
tion (resp. la 
onjon
tion) multipli
ative,

et _

a

(resp. ^

a

) la disjon
tion (resp. la 
onjon
tion) additive.

Nous avons aussi deux 
onstantes, que nous noterons V et :V (et qui 
or-

respondent aux 
onstantes 1 et ? de LL). Nous allons nous restreindre au

fragment propositionnel de LK, auquel nous rajoutons les r�egles pour les

deux 
onstantes V et :V , pour les raisons qui sont expos�ees au d�ebut du

paragraphe 15.2. Nous noterons dans la suite LK 
e 
al
ul des s�equents.

Le fragment propositionnel de LK

Axiome et 
oupure :

(Ax) ` A;:A (
ut)

` �; A ` :A;�

` �;�

R�egles logiques multipli
atives :

(^

m

)

` �; A ` �; B

` �;�; A ^

m

B

(_

m

)

` �; A;B

` �; A _

m

B

R�egles logiques additives :

(_

a

)

` �; A

` �; A _

a

B

` �; B

` �; A _

a

B

(^

a

)

` �A ` �; B

` �; A ^

a

B

R�egles stru
turelles :

(W)

` �

` �; A

(C)

` �; A;A

` �; A

Axiomes pour les 
onstantes :

(V ) ` V (:V )

` �

` �;:V

15.1.1. D

�

efinition. (Formules, r�egles, 
lassiques (ir)r�eversibles).

Les r�egles r�eversibles (resp. irr�eversibles) de LK sont les r�egles introduisant

les 
onne
teurs _

m

, ^

a

(resp. ^

m

, _

a

), et la r�egle introduisant la 
onstante

:V (resp. V ).

Toute formule qui est la 
on
lusion d'une r�egle r�eversible (resp. irr�eversible)

est dite r�eversible (resp. irr�eversible).
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15.1.2. Remarque. La notion de formule r�eversible (et irr�eversible) est

bien 
onnue en logique, une d�e�nition possible �etant \la formule A est

r�eversible ssi pour toute preuve � du s�equent �; A, il existe une preuve �

r

de �; A dont la derni�ere r�egle est une r�egle de 
on
lusion A". Nous verrons

dans la suite que la notion de r�eversibilit�e est en fait beau
oup plus forte

que 
elle que nous venons de donner : si on s'y prend bien, non seulement la

preuve �

r

existe, mais elle a aussi la même s�emantique que � (proposition

15.4.4).

15.1.3. D

�

efinition. (Formules 
lassiques prin
ipales). Une (o

ur-

ren
e de) formule dans une preuve � de LK est dite prin
ipale lorsque 
'est

la 
on
lusion d'une r�egle logique (_

m

, ^

m

, _

a

, ^

a

) ou bien la 
on
lusion d'un

axiome.

Lorsque nous souhaiterons être plus pr�e
is, nous dirons que la formule A

est prin
ipale dans une r�egle logique, ou bien que A est prin
ipale dans un

axiome.

15.2 La logique lin�eaire polaris�ee et fo
alis�ee LL

f

p

La logique lin�eaire polaris�ee et fo
alis�ee (LL

f

p

) est essentiellement unique, en


e sens que les propri�et�es qui pr�esident �a sa d�e�nition sont 
laires : polari-

sation et fo
alisation. Cependant, des petites variantes dans la pr�esentation

sont possibles, et le syst�eme 
i-dessous auquel nous ferons r�ef�eren
e en est

une parmi d'autres.

Nous nous bornerons dans la suite au fragment propositionnel de LL. Il n'y

a au
une diÆ
ult�e �a rajouter au 
adre que nous pr�esenterons les quanti�-


ateurs du premier ordre (
f. par exemple [Girard 91b℄ et [QuatrTorto 96℄),

mais nous ne le ferons pas, d'une part par
e que le premier ordre ne rajoute

rien d'important �a notre analyse, et d'autre part par
e que nous n'en avons

pas parl�e jusqu'�a pr�esent. Par 
ontre, la gestion du se
ond ordre dans le


as polaris�e est plus d�eli
ate (par
e qu'il faut faire appel �a une substitution

qui soit elle aussi \polaris�ee") : une analyse s�emantique a �et�e 
onduite dans

[Quatrini 95℄, mais (en tous 
as dans 
ette th�ese) nous n'en parlerons pas.

Nous aurons besoin dans la se
tion 15.5 de l'unit�e 1 de LL (le \V " de LC

et du syst�eme LK 
i-dessus), 
e qui nous 
onduit �a parler des 
onstantes de

LL. Si nous avons �evit�e (ou presque) de le faire jusqu'�a pr�esent, 
'est par
e

que la version r�eseaux des 
onstantes additives > et 0 (en fait >) est loin

d'être bien 
omprise (en tous 
as par l'auteur de 
ette th�ese). Les 
onstantes
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multipli
atives 1 et ? sont plus simples �a g�erer : il faut introduire un lien

(logique) l

1

sans pr�emisses et ave
 une 
on
lusion typ�ee par la formule 1,

et un lien (logique) w

?

sans pr�emisses et ave
 une 
on
lusion typ�ee par la

formule ?. Dans 
e dernier 
as il faudra �etendre la fon
tion de saut d�e�nie

dans le 
hapitre 1 �a l'ensemble des liens w

?

. Soyons bien 
lair : w

?

se traite

exa
tement 
omme un lien ?w (d'o�u notre notation, qui est un peu abusive).

La seule 
hose �a rajouter est que le lien l

1

peut être un saut (
.�a.d. qu'il

peut être dans le 
odomaine de la fon
tion de saut).

Nous allons don
 
onsid�erer, dans 
e 
hapitre, le 
al
ul des s�equents (resp.

le syst�eme de r�eseaux) LL

2

(resp. PN

2

) propositionnel ave
 les 
onstantes

multipli
atives 1 et ?, auquel nous nous r�ef�ererons 
omme �a LL

2

(resp.

PN

2

) propositionnel. Nous donnerons les r�egles d'introdu
tion de 1 et de ?

dans le 
adre du 
al
ul des s�equents pour LL

f

p

, mais les mêmes r�egles sont

utilisables dans LL

2

. Les e.e.r. sont 
elles du 
hapitre 2, auxquelles nous

rajoutons l'e.e.r. logique �evidente [1=?℄ (il s'agit d'adapter �a notre 
adre

l'e.e.r. de [Girard 87℄), la d�e�nition de la fon
tion de saut apr�es 
ette �etape

�etant la même que 
elle de la fon
tion de saut apr�es l'�etape [w℄, mutatis

mutandis.

Du point de vue s�emantique, 1 et ? sont interpr�et�ees par des espa
es dont

la trame 
ontient un unique �el�ement. Le le
teur n'aura au
un mal �a �etendre

la d�e�nition 6.2 d'exp�erien
e au \nouveau" syst�eme PN

2

propositionnel.

15.2.1. D

�

efinition. (Formules, r�egles, liens, lin�eaires (ir)r�eversibles).

Les r�egles r�eversibles (resp. irr�eversibles) du fragment propositionnel de LL

2

sont les r�egles introduisant les 
onne
teurs

}

;& (resp. 
;�), et la r�egle in-

troduisant la 
onstante ? (resp. 1).

Les liens r�eversibles (resp. irr�eversibles) du fragment propositionnel de PN

2

sont les liens

}

;&; w

?

(resp. 
;�; l

1

).

Toute formule qui est le type d'une arête 
on
lusion d'un lien r�eversible

(resp. irr�eversible) est dite r�eversible (resp. irr�eversible).

15.2.2. D

�

efinition. (Formules lin�eaires prin
ipales). Une (o

urren
e

de) formule dans une preuve � du fragment propositionnel de LL

2

est

dite prin
ipale lorsque 
'est la 
on
lusion d'une r�egle logique

}

;
;&;�,

der�eli
tion, promotion, introduisant ?, introduisant 1, ou bien la 
on
lusion

d'un axiome.

Une (o

urren
e de) formule dans un r�eseau R de PN

2

est dite prin
ipale

lorsque 
'est le type d'une arête de R qui est 
on
lusion d'un lien logique

}

;
;&;�; ?de; !; w

?

; l

1

ou bien d'un axiome.
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Lorsque nous souhaiterons être plus pr�e
is, nous dirons que la formule A est

prin
ipale dans une r�egle (resp. un lien) logique, ou bien que A est prin
ipale

dans une r�egle (resp. un lien) axiome.

15.2.3. D

�

efinition. (Formules lin�eaires polarises). Une formule pro-

positionnelle de LL est dite positive (resp. n�egative) et not�ee P;Q;R (resp.

M;N;O) lorsqu'elle est 
onstruite de la fa�
on suivante (X �etant une formule

atomique) :

P ::= !X j P 
 P j P � P j 1 j !N

N ::= ?X

?

j N

}

N j N&N j ? j ?P

ave
 la 
onvention que seules les formules atomiques peuvent être pr�e
�ed�ees

de deux exponentielles (toute autre formule �etant pr�e
�ed�ee d'au plus une

exponentielle).

Une formule de LL est dite polaris�ee lorsqu'elle est positive, ou bien n�egative.

La proposition suivante nous dit que si A et B sont �equivalentes �a !A et

!B (resp. ?A et ?B), alors A 
 B et A � B (resp. A

}

B et A&B) sont

�equivalentes �a !(A 
 B) et !(A � B) (resp. ?(A

}

B) et ?(A&B)) : on dira

que les 
onne
teurs 
 et � (resp.

}

et &) pr�eservent le type ! (resp. ?). Nous

appellerons \preuve de pr�eservation" du type \!" (resp. \?") la preuve de

` A

?

; !A.

15.2.4. Proposition. Si A est une formule positive (resp. n�egative) de

LL, alors A est prouvablement �equivalente (dans LL) �a !A (resp. ?A).

D�emonstration : Laiss�ee aux bons soins du le
teur (ou bien 
f. [DJS 97℄).

�

15.2.5. D

�

efinition. (Preuves et r�eseaux polariss). Une preuve � de

LL

2

propositionnel est polaris�ee lorsque toutes les formules de � sont des

sous-formules de formules polaris�ees.

Un r�eseau R de PN

2

propositionnel est un r�eseau polaris�e lorsque tous les

types de ses arêtes sont des sous-formules de formules polaris�ees.

15.2.6. Remarque. Le le
teur nous obje
tera que toute sous-formule d'une

formule polaris�ee est elle-même polaris�ee, et il aura presque raison : la sous-

formule X

?

de ?X

?

n'est pas polaris�ee...
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La d�e�nition 
i-dessus dit simplement que nous allons tol�erer les r�eseaux ou

les preuves ayant X ou X

?

parmi leurs 
on
lusions (X �etant atomique),


omme r�eseaux ou preuves polaris�es.

15.2.7. D

�

efinition. (Preuves et r�eseaux polariss et fo
alis�es). Une

preuve � polaris�ee est dite fo
alis�ee lorsque toute formule positive qui est

a
tive dans une r�egle irr�eversible est prin
ipale. Nous appellerons LLP l'en-

semble de 
es preuves.

Un r�eseau R polaris�e est dit fo
alis�e lorsque toute arête ayant 
omme type

une formule positive et qui est pr�emisse d'un lien irr�eversible n'est pas 
on
lu-

sion d'un lien 
oad. Nous appellerons PNP l'ensemble de 
es r�eseaux.

Remarquons que dans la d�e�nition 
i-dessus nous nous sommes \amus�es"

�a tourner la phrase d�e�nissant un r�eseau fo
alis�e de fa�
on un peu tordue :

en fait, pour une arête ayant 
omme type une formule positive, ne pas être


on
lusion d'un lien 
oad dans un r�eseau 
'est for
�ement être 
on
lusion d'un

lien logique ou bien d'un axiome.

Le syst�eme qui suit est le 
al
ul des s�equents pour LL

f

p

: toutes les o

ur-

ren
es de formules sont polaris�ees, sauf (�eventuellement) C. Les s�equents

�;� sont des multiensembles de formules polaris�ees, ?A est une formule

polaris�ee, C est sous-formule d'une formule polaris�ee. Attention ! Les r�egles

irr�eversibles sont assujeties �a la restri
tion �enon
�ee dans la d�e�nition 15.2.7.

LLP

` C

?

; C

` �; P ` P

?

;�

` �;�

` �; P ` �; Q

` �;�; P 
Q

` �;M;N

` �;M

}

N

` �;M ` �; N

` �;M&N

` �; P

` �; P �Q

` �; Q

` �; P �Q

`?�; N

`?�; !N

` �; P

` �; ?P

` �; ?A; ?A

` �; ?A

` �

` �; ?A

` 1

` �

` �;?
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15.2.8. Remarque. (i) Le le
teur n'aura pas manqu�e de remarquer que �a

toute preuve du 
al
ul des s�equents LLP est asso
i�e un r�eseau de PNP , et

que tout r�eseau de PNP a une s�equentialisation dans LLP (sans que pour

autant toutes ses s�equentialisations soient dans LLP ).

(ii) Nous montrerons dans [LaurQuatrTorto 99℄, que non seulement dans

LL

f

p

la s�equentialisation est beau
oup plus simple que dans LL

2

(
omme

l'avait remarqu�e O. Laurent dans [Laurent 99℄), mais la normalisation l'est

aussi : en utilisant les multibô�tes du 
hapitre 5 ou bien les r�eseaux ave


poids de [Girard 95a℄ ou en
ore les r�eseaux ave
 bô�tes additives 
omme

nous les avons d�e�nis dans le 
hapitre 1, les restri
tions pr�esentes dans LL

f

p

permettent de d�e�nir tr�es simplement l'e.e.r. [

ad℄, pour laquelle nous nous

sommes donn�es tant de mal au 
hapitre 2.

15.3 LK et LL

Beau
oup de travail a �et�e fait 
es derni�eres ann�ees dans la tentative d'ex-

traire un 
ontenu 
al
ulatoire des preuves de logique 
lassique. Même si une

bonne partie des travaux sur le sujet n'utilisent pas dire
tement la logique

lin�eaire, 
elle-
i semble jouer un rôle 
ru
ial : utilis�ee 
omme loupe, d'une

part LL sugg�ere une fa�
on raisonnable d'op�erer des 
hoix dans la pro
�edure

d'�elimination des 
oupures en logique 
lassique, et d'autre part elle permet

de 
lassi�er les solutions propos�ees jusqu'�a pr�esent en mettant en �eviden
e,

pour 
ha
une d'entre elles, les 
hoix impli
itement op�er�es, et en agissant de

la sorte 
omme un instrument 
lari�
ateur et uni�
ateur (
f. [DJS 97℄).

Nous allons r�esumer bri�evement, dans 
e paragraphe, l'essentiel des prin
i-

paux travaux sur le sujet qui utilisent la logique lin�eaire.

La diÆ
ult�e essentielle dans la 
ompr�ehension des aspe
ts 
al
ulatoires de la

logique 
lassique r�eside dans le non-d�eterminisme fondamental de la pro
�edure

d'�elimination des 
oupures pour les preuves 
lassiques. Il peut y avoir deux

fa�
ons d'�eliminer une même 
oupure 
 dans une preuve 
lassique � (
.�a.d. que

�a 
 sont asso
i�ees deux �etapes �el�ementaires de 
al
ul) qui sont fon
i�erement

di��erentes : si �

1

et �

2

sont les deux preuves obtenues �a partir de � en

�eliminant la 
oupure 
 des deux fa�
ons possibles, alors toute s�emantique

d�enotationnelle de la logique 
lassique (qui va identi�er �

1

et �

2

) identi�era

for
�ement toutes les preuves d'une même formule. On parlera dans la suite

de 
e ph�enom�ene 
omme d'une \in
onsisten
e algorithmique" du syst�eme.

C'est grâ
e �a l'appro
he de V. Danos, J.-B. Joinet et H. S
hellinx (dont

l'aboutissement est [DJS 97℄) que l'auteur de 
ette th�ese a r�eellement 
om-
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men
�e �a 
omprendre quelque 
hose aux probl�emes �evoqu�es 
i-dessus ainsi

qu'aux r�eponses qu'il �etait possible de fournir en utilisant LL.

Nous allons don
 pr�esenter 
ette appro
he, fond�ee sur l'id�ee de d�e
oration.

La premi�ere (simplissime) remarque de Danos, Joinet et S
hellinx est que si

dans une preuve quel
onque � de LL

2

, on substitue tout 
onne
teur lin�eaire

par le 
onne
teur 
lassique 
orrespondant, et on e�a
e toutes les exponen-

tielles et les �eventuelles r�ep�etitions de s�equents, on obtient une preuve sk(�)

de LK (le \squelette" 
lassique de �). On peut alors aussi pro
�eder en sens

inverse : une d�e
oration de la preuve � de LK est une preuve D(�) de LL

pr�eservant le squelette 
lassique de la preuve, i.e. telle que sk(D(�)) = �. On

peut alors essayer de d�e�nir, sur les preuves de LK, une pro
�edure de nor-

malisation sugg�er�ee par les plongements dans LL qui sont des d�e
orations,

la pr�eservation du squelette nous assurant \qu'on ne s'est pas trop �eloign�e

de la preuve de d�epart".

A partir de l�a, une analyse tr�es g�en�erale des d�e
orations possibles d'une

preuve donn�ee est entam�ee : [Joinet 93℄, [S
hellinx 94℄, ... Un des aboutisse-

ment de 
es e�orts est que toutes les di��erentes d�e
orations possibles d'une

même preuve 
lassique sont (essentiellement) au nombre de ...2 ! Elles 
orres-

pondent �a deux tradu
tions des formules de LK dans LL : la T -tradu
tion

et la Q-tradu
tion.

L'aboutissement de tous 
es travaux est [DJS 97℄ : le point est 
lairement fait

sur les 
on
its qui aparaissent dans la pro
�edure d'�elimination des 
oupures

en logique 
lassique, et des syst�emes de 
al
ul viables (
onstruits �a partir

des tradu
tions T et Q) sont introduits (LK

tq

, LK

�

, LK

�

pol

).

Une des \surprises" de 
ette analyse est qu'il n'est pas suÆsant (
omme

l'avait remarqu�e Girard dans [Girard 91b℄) de rajouter une information pour

�eliminer les 
on
its dont il �etait question 
i-dessus. Il y a des r�egles \diÆ
i-

les" qui ont deux tradu
tions possibles dans LL, irr�e
on
iliables entre elles

(voir �a 
e sujet l'amusante annexe B).

Une autre 
ons�equen
e de 
ette analyse est que la majorit�e des syst�emes

introduits 
es derni�eres ann�ees pour extraire un 
ontenu 
al
ulatoire des

preuves 
lassiques peut être plong�ee dans LK

tq

, LK

�

ou LK

�

pol

(notamment

FD et le ��-
al
ul de Parigot, 
f. [Parigot 91℄, [Parigot 92℄ et [JST 95℄).

Nous allons d�e�nir le syst�eme LK

�

pol

, dans sa version monolat�ere, 
e qui

veut dire que notre n�egation est \tr�es" involutive : on a A = ::A, et les

�egalit�es qui s'en suivent par les lois de de Morgan. Ce
i est une 
ons�equen
e

de notre appro
he : puisque la n�egation est involutive dans LL, nous aurons
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un \isomorphisme d�enotationnel" (voir aussi le paragraphe 15.5) entre les

formules 
lassiques A et ::A.

On pourrait dis
uter de 
ette 
ons�equen
e (a-t-on vraiment A = ::A en

logique 
lassique ?), mais 
ela nous entrâ�nerait trop loin des obje
tifs que

nous nous sommes pre�x�es, et nous passerons don
 la question sous silen
e.

Nous allons ensuite d�e�nir la tq-normalisation de [DJS 97℄, et le P -plongement

de Girard de LK

�

pol

dans LL, pour terminer sur la question que nous r�esoudrons

au paragraphe suivant.

15.3.1. D

�

efinition. Dans le syst�eme LK

�

pol

, �a toute formule 
lassique on

asso
ie une 
ouleur t ou q (
ouleurs qui sont bien sûr en relation ave
 les

tradu
tions T et Q dont il �etait question 
i-dessus). La 
ouleur d'une formule

est d�etermin�ee par son 
onne
teur prin
ipal (
e qui n'est pas le 
as dans les

syst�emes LK

tq

et LK

�

) : si la r�egle asso
i�ee �a 
e 
onne
teur est r�eversible

(resp. irr�eversible) dans le sens de la d�e�nition 15.1.1, alors la formule est de


ouleur t (resp. q). Parmi nos formules il y a la 
onstante V et la 
onstante

:V , la premi�ere de 
ouleur q et la deuxi�eme de 
ouleur t. La 
ouleur des

atomes est 
hoisie arbitrairement, la seule 
ontrainte �etant que l'atome X

est de 
ouleur t ssi :X est de 
ouleur q.

Le 
al
ul des s�equents LK

�

pol

est le 
al
ul LK propositionnel du paragraphe

15.1, mais �a pr�esent toutes les o

urren
es de formules sont 
olor�ees, �;�

sont des multiensembles de formules 
olor�ees, A est une formule 
olor�ee. Et

surtout, les r�egles irr�eversibles sont assujeties �a la �-
ontrainte : \toute

formule de 
ouleur q a
tive dans une r�egle irr�eversible est prin
ipale".

15.3.2. Remarque. (i) Il d�e
oule de la d�e�nition 
i-dessus que la formule

A de LK

�

pol

est de 
ouleur t ssi la formule :A est de 
ouleur q.

(ii) Nous aimerions faire ressentir au le
teur l'�el�egan
e de la �-
ontrainte,

mais 
ela parâ�t diÆ
ile sans en avoir ra
ont�e l'histoire et sans en avoir

expliqu�e l'origine (
e que nous ne pouvons faire i
i). Signalons tout de

même que 
'est la premi�ere version \abstraite" de la propri�et�e de fo
a-

lisation que nous ayons ren
ontr�ee, et qu'elle permet d'exprimer, en une

phrase, 
e qu'on �etait oblig�e d'�e
rire auparavant dans les preuves (en utili-

sant le signe \ ;" que Girard avait appel�e \b�enitier" dans [Girard 91b℄). La


ontrainte de la d�e�nition 15.2.7 n'est autre qu'une reformulation, dans LL,

de la �-
ontrainte.

Nous d�e
rivons, dans la d�e�nition suivante, la pro
�edure d'�elimination des


oupures d�e�nie dans [DJS 97℄, notamment pour LK

�

pol

. Nous ferons usage

de la notion d'arbre des an
êtres d'une (o

urren
e de) formule dans une
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preuve du 
al
ul des s�equents : elle est tr�es naturelle, et nous refusons

d'en donner une d�e�nition formelle. Toute (o

urren
e de) formule dans

une preuve \provient" d'un axiome d'un a�aiblissement ou bien d'une r�egle

logique : en tra�
ant l'\histoire" de la formule on obtient un sous-arbre de la

preuve du 
al
ul des s�equents, l'arbre dont nous parlons. C'est la notion qui


orrespond �a 
e que nous avions appel�e (pour les r�eseaux), dans la d�e�nition

7.2.3, le graphe d'une arête.

15.3.3. D

�

efinition. (tq-normalisation) Il y a deux types d'�etapes de

tq-normalisation : les �etapes `stru
turelles' S1 et S2, et les �etapes `logiques'

L (ou `
as-
lefs') :

|On pourra appliquer une �etape logique lorsque les pr�emisses de la 
oupure


 sont toutes les deux prin
ipales dans une r�egle logique. Nous r�eduirons la


oupure 
 
omme un `
as-
lef' de Gentzen : on obtient une ou deux 
oupures

r�esiduelles sur les sous-formules prin
ipales de la formule de 
oupure (suivant

le nombre de formules a
tives dans les r�egles dont la 
on
lusion est a
tive

dans la 
oupure). Dans le 
as de la 
oupure _

m

=^

m

, il est 
apital de re-

marquer que l'ordre dans lequel on e�e
tue les deux 
oupures r�esiduelles est

irr�el�evant (dans le sens que l'identi�
ation s�emantique des deux preuves ob-

tenues en inversant 
et ordre ne produit pas d'in
onsisten
e algorithmique,

voir aussi l'annexe B et pour plus de d�etails [DJS 97℄) grâ
e �a la pr�esen
e de

la �-
ontrainte. En l'absen
e de 
elle-
i, inverser l'ordre de 
es deux 
oupures

provoque une in
onsisten
e algorithmique.

| Si au
une �etape logique ne peut s'appliquer, alors 
'est for
�ement une

�etape stru
turelle qui s'appliquera : 
elle-
i 
onsiste �a `transporter' une des

deux sous-preuves dont une 
on
lusion est pr�emisse de la 
oupure en `re-

montant' dans l'arbre des an
êtres de l'autre pr�emisse de la 
oupure, en

dupliquant la sous-preuve et en 
ontra
tant les 
ontextes lorsqu'on traverse

une r�egle de 
ontra
tion (ou le 
ontexte d'une r�egle binaire additive) ; 
e pro-


essus termine lorsqu'on atteint des r�egles axiome, auquel 
as les `
oupures

axiome' qui en r�esultent sont r�eduites imm�ediatement, lorsqu'on atteint des

r�egles a�aiblissement, qui sont rempla
�ees par des a�aiblissements sur les

formules de 
ontexte, ou bien lorsqu'on atteint des r�egles logiques introdui-

sant le 
onne
teur prin
ipal de la formule de 
oupure.

Il faut (bien sûr !) dire �a pr�esent laquelle des deux sous-preuves va `bouger'.

Cela d�ependra si oui on non la pr�emisse de 
ouleur q de la 
oupure est

prin
ipale dans une r�egle logique. Si 
'est le 
as, alors 
'est la sous-preuve

ayant 
ette o

urren
e parmi ses 
on
lusions qui va bouger (
'est une �etape

S

2

, et la 
oupure est une 
oupure S

2

). Si 
e n'est pas le 
as, alors 
e sera
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l'autre (
'est une �etape S

1

, et la 
oupure est une 
oupure S

1

).

Cette pro
�edure di��ere essentiellement des pro
�edures `pas-�a-pas' usuelles

suivant lesquelles on �elimine les 
oupures en 
al
ul des s�equents. Le le
teur

n'aura pas manqu�e de remarquer qu'elle s'inspire de la normalisation des

r�eseaux. Dans [Regnier 92℄, on d�e�nit la `r�edu
tion exponentielle 
ompl�ete',

qui ressemble beau
oup �a la pro
�edure d�e
rite 
i-dessus.

15.3.4. Th

�

eor

�

eme. La r�e�e
riture d�e�nie sur les preuves de LK

�

pol

par la

tq-normalisation est fortement normalisante et 
on
uente.

D�emonstration : Elle fait usage d'un plongement dans les r�eseaux de PN

�

2

,

le syst�eme dont il a �et�e question dans le 
hapitre 4. La preuve est dans

[DJS 97℄, et dans une version plus �etendue et d�etaill�ee dans [JST 95℄ et

[JST 98℄. �

Dans la d�e�nition qui suit, nous d�e�nissont le P -plongement de Girard, pour

les formules et les preuves de LK

�

pol

.

15.3.5. D

�

efinition. (La P -tradu
tion) Le plongement P est d�e�ni en

utilisant la propri�et�e de pr�eservation du type ? (resp. !) par les 
onne
teurs

& et } (resp. � et 
) �enon
�ee dans la proposition 15.2.4, et en posant pour

les atomes P (X

t

) =?X et P (X

q

) =!X, et pour les 
onstantes P (V ) = 1 et

P (:V ) = ?.

Le le
teur n'aura alors au
un mal �a re
onstituer la P -tradu
tion des formules

tout seul, mais nous allons tout de même 
onsid�erer, en guise d'exemple, la

tradu
tion d'une formule A ^

m

B (qui sera de 
ouleur q) :

A B A ^

m

B

q q P (A)
 P (B)

q t P (A)
!P (B)

t q !P (A) 
 P (B)

t t !P (A)
!P (B)

On obtient ainsi une tradu
tion des formules de LK

�

pol

dans LL, telle que

pour toute formuleA

q

(resp.A

t

) P (A) est une formule positive (resp. n�egative)

de LL : on aura en parti
ulier ` P (A)

?

; !P (A) (resp. ` P (A); !P (A)

?

).

On d�e�nit la tradu
tion du s�equent ` �

t

;�

q

de LK

�

pol

par le s�equent `

P (�); ?P (�) de LL.

La proposition suivante est la proposition 50 de [DJS 97℄.
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15.3.6. Proposition. (Le P -plongement) La P -tradu
tion d�e�nie 
i-

dessus induit un plongement des preuves de LK

�

pol

dans les preuves de LL.

D�emonstration : Les r�egles stru
turelles et les promotions, utiliserons,

�a 
haque fois que 
e sera n�e
�essaire, des 
oupures ave
 les preuves de LL

de pr�eservation du type ! ou ? des 
onne
teurs. Les r�egles r�eversibles sont

traduites sans utiliser de r�egles exponentielles. �

15.3.7. Remarque. Le plongement P de LK

�

pol

dans LL n'est pas une

d�e
oration (
omme nous venons de le voir). Regardons plus pr�e
is�ement

pourquoi sur deux exemples :

1) 
onsid�erons la preuve suivante de LK

�

pol

(o�u �

t

= �

t

1

;�

t

2

et �

q

= �

q

1

;�

q

2

) :

�

1

.

.

.

` A

t

;�

t

1

;�

q

1

�

2

.

.

.

` B

q

;�

t

2

;�

q

2

` (A

t

^

m

B

q

)

q

;�

t

;�

q

A partir des deux preuves lin�eaires P (�

1

) de 
on
lusion ` P (A); P (�

1

); ?P (�

1

)

et P (�

2

) de 
on
lusion `?P (B); P (�

2

); ?P (�

2

), nous voulons obtenir une

preuve de 
on
lusion `!P (A)
P (B); P (�); ?P (�). Mais pour pouvoir faire

une promotion sur P (A), il va falloir (si �

1


ontient des formules r�eversibles

et pas seulement des formules atomiques) e�e
tuer des der�eli
tions sur le


ontexte P (�

1

). Il faudra ensuite e�e
tuer des 
oupures ave
 les preuves

de `!P (A

Æ

)

?

; P (A

Æ

) (pour les les formules P (A

Æ

) de P (�

1

) qui ont �et�e

d�er�eli
t�ees).

2) 
onsid�erons la preuve suivante de LK

�

pol

, ave
 A

t

non atomique :

�

.

.

.

` A

t

; A

t

;�

t

;�

q

` A

t

;�

t

;�

q

On obtiendra une preuve de `?P (A); P (�); ?P (�) en e�e
tuant deux der�eli
tions

et une 
ontra
tion �a partir du s�equent 
on
lusion ` P (A); P (A); P (�); ?P (�)

de la preuve P (�) de LL. Mais nous voulons une preuve de ` P (A); P (�); ?P (�).

Il faudra don
 e�e
tuer une 
oupure ave
 la preuve de ` P (A); !P (A)

?

.

15.4 Le syst�eme LK

�;�

pol

Nous allons introduire, dans 
e paragraphe, une restri
tion sur les preuves

de LK

�

pol

, qui fera du plongement P de notre nouveau syst�eme (LK

�;�

pol

)
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dans LL, une d�e
oration dont l'image sera pr�e
is�ement le syst�eme LLP .

Nous montrons que LK

�;�

pol

est un fragment de LK

�

pol

, 
.�a.d. qu'il est 
los par

tq-normalisation (th�eor�eme 15.4.11), et qu'il est 
omplet par rapport �a la

prouvabilit�e 
lassique (th�eor�eme 15.4.9).

15.4.1. Remarque. L'image de LK

�

pol

�a travers le P -plongement est un

sous-syst�eme de LL (qui n'est pas LLP ). Nous avons vu que le plongement P

introduit des 
oupures. Celles-
i sont e�e
tu�ees entre \l'image de la preuve

de d�epart qu'on a 
onstruite indu
tivement jusqu'au moment d'e�e
tuer

la 
oupure", et une preuve tr�es parti
uli�ere qui est 
elle de pr�eservation

du type \!" ou \?" des formules. Il est don
 naturel de se poser la question

suivante : que va-t-il se passer si on �elimine (dans la preuve de LL) seulement

les 
oupures introduites par le plongement ? Va-t-on tomber sur un sous-

syst�eme LL

S

de LL qu'on peut 
ara
t�eriser fa
ilement ? Peut-on d�e
ouper

le sous-syst�eme 
lassique S de LK

�

pol

dont les preuves sont les squelettes

des preuves de LL

S

, 
omme un fragment (don
 stable par tq-normalisation)


omplet de LK

�

pol

? (Cette derni�ere question est tr�es naturelle, si on suit la

m�ethode des d�e
orations).

Nous allons maintenant d�e�nir l'op�eration de renversement d'une formule

r�eversible dans une preuve de LK

�

pol

. On utilisera la notion de �-preuve,

d�e�nie dans le paragraphe 7.1, dans sa version \
lassique". La d�e�nition qui

suit est 
elle de [DJS 97℄.

15.4.2. D

�

efinition. Soit A = B _

m

C (resp. A = B ^

a

C) une formule

de LK

�

pol

. Soit � une preuve de 
on
lusion �; A de LK

�

pol

. Le renversement

de A dans � donne lieu �a la preuve �

r

obtenue �a partir de � de la fa�
on

suivante :

1. on substitue, dans �, les axiomes de 
on
lusion ` :A;A par des �-preuves

de même 
on
lusion

2. On e�a
e toutes les r�egles de � dont la 
on
lusion est la formule A

3. On applique les r�egles stru
turelles qui s'appliquaient �a A aux formules

B et C

4. On rajoute �a la preuve ainsi obtenue la r�egle _

m

(resp. ^

a

) de 
on
lusion

A.

Si A = :V et � est une preuve de 
on
lusion �; A, alors �

r

est obtenue en

e�a�
ant toutes les r�egles introduisant A dans l'arbre des an
êtres de A dans

� (
.�a.d. en e�a�
ant purement et simplement l'arbre des an
êtres de A dans

�), et en rajoutant �a la preuve ainsi obtenue la r�egle introduisant A.
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15.4.3. Remarque. On peut aussi obtenir la preuve �

r

d�e�nie 
i-dessus,

en �eliminant la 
oupure entre � et la �-preuve de ` :A;A (suivant la tq-

normalisation). Ce qui montre, bien sûr, que �

r

est bien une preuve de

LK

�

pol

.

15.4.4. Proposition. Soit � une preuve de LK

�

pol

, et A une formule

r�eversible 
on
lusion de �.

Si �

r

est la preuve obtenue en renversant A dans �, alors [P (�)℄ = [P (�

r

)℄,

o�u [P (�)℄ est l'interpr�etation de la preuve P (�) de LL dans l'espa
e asso
i�e

�a la 
on
lusion de P (�), pour toute preuve � de LK

�

pol

.

D�emonstration : Soit �

A

la �-preuve de ` (:A)

q

; A

t

, et soit �

P (A)

la �-

preuve de ` P (A)

?

; P (A).

Notons 
ut(�

A

; �) (resp. 
ut(�

P (A)

; P (�))) la preuve de LK

�

pol

(resp. de LL)

obtenue en 
oupant les preuves �

A

et � (resp. �

P (A)

et P (�)).

Il suÆt de remarquer, pour 
on
lure, que la s�emantique de la preuve P (
ut(�

A

; �))

est la même que 
elle de 
ut(�

P (A)

; P (�)). On en d�eduira que la s�emantique

de P (�

r

) (qui est la même que 
elle de P (
ut(�

A

; �)) par la remarque 
i-

dessus) est la s�emantique de P (�) (�

P (A)

�etant interpr�et�ee 
omme la fon
tion

identit�e de l'espa
e P(A)). �

Nous introduisons une nouvelle 
ontrainte � dans le syst�eme LK

�

pol

, qui


onsiste �a exiger que la preuve soit renvers�ee, 
haque fois que 
ela est

n�e
essaire.

15.4.5. D

�

efinition. (La �-
ontrainte)

{ Les 
ontextes r�eversibles :

Soit � un s�equent de LK

�

pol

et soit A 2 �. Lorsque le s�equent ` � est

pr�emisse d'une r�egle R dans laquelle A est a
tive, on dit que A est dans

un 
ontexte r�eversible (resp. non r�eversible) si dans �nA il y a au moins

une (resp. il n'y a au
une) formule r�eversible.

{ Les r�egles interdites par � :

Les r�egles suivantes sont interdites par � : les r�egles stru
turelles sur

les formules r�eversibles, les r�egles irr�eversibles ou les 
oupures S

1

(plus

pr�e
is�ement les 
oupures dans lesquelles la formule de 
ouleur q n'est

prin
ipale ni dans une r�egle logique, ni dans un axiome) dont la pr�emisse

de 
ouleur t est dans un 
ontexte r�eversible.

{ Les preuves �-
ontraintes :

Une preuve � de LK

�

pol

est dite �-
ontrainte lorsqu'elle ne 
ontient pas de

r�egles interdites par �.
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15.4.6. Remarque. (i) Le sous-syst�eme LK

�;�

pol

de LK

�

pol

est le syst�eme

dont les preuves sont les squelettes 
lassiques des preuves de LL obtenues

en �eliminant les 
oupures introduites par le P -plongement dans les images

par P des preuve de LK

�

pol

.

(ii) Les r�egles interdites par � sont pr�e
is�ement les r�egles de LK

�

pol

qui re
-

qui�erent (lors du plongement P ) des der�eli
tions sur des formules n�egatives

de LL.

(iii) Nous a

eptons le 
as de la 
oupure S

1

dont la pr�emisse de 
ouleur

q est 
on
lusion d'un axiome (quelque soit le 
ontexte de la pr�emisse de


ouleur t), 
e qui se g�ere tr�es simplement en traduisant (dans 
e 
as) l'axiome

` (:A)

t

; A

q

par ` P (A)

?

; P (A) au lieu de ` P (A)

?

; ?P (A). On a besoin de


e petit d�etail dans la preuve de stabilit�e.

(iv) Remarquons en�n que dans LK

�;�

pol

, toute 
oupure 
 de type S

2

est

\�liforme" : la formule de 
ouleur q a
tive dans 
 �etant 
on
lusion d'une

r�egle logique, 
'est for
�ement une formule irr�eversible. Ce qui veut dire que

la formule de 
ouleur t a
tive dans 
 est r�eversible, et don
 par �-
ontrainte

ne peut pas avoir �et�e 
ontra
t�ee ni a�aiblie.

15.4.7. D

�

efinition. (Complexit�e de r�eversibilit�e d'une formule)

Soit A une formule de LK

�

pol

. La 
omplexit�e de r�eversiblit�e de A que l'on

note 


A

est d�e�nie de la fa�
on suivante :

- si A = :V , 


A

= 1 ;

- si A est un atome ou de 
ouleur q, 


A

= 0 ;

- si A = B _

m

C ou B ^

a

C alors 


A

= 


B

+ 


C

+ 1.

15.4.8. D

�

efinition. (Complexit�e de r�eversibilit�e d'un s�equent)

La 
omplexit�e de r�eversibilit�e d'un s�equent � = fA

O

; : : : ; A

n

g est �egale �a 0

si � est vide et �a la somme des 
omplexit�es de r�eversibilit�e des o

urren
es

de formules qui 
omposent � sinon : 


�

= 


A

0

+ : : :+ 


A

n

.

Dans la suite (et en parti
ulier dans la preuve du th�eor�eme suivant), nous

dirons que \ la r�egle R

0

suit la r�egle R dans la preuve � de LK

�

pol

", lorsque

une des sous-preuves de � pr�emisses de R

0


ontient la r�egle R. Nous dirons

aussi que \(l'o

urren
e de) la formule A suit la r�egle R dans la preuve �

de LK

�

pol

", lorsque A 2 � et ` � est le s�equent 
on
lusion de � ou bien

le s�equent pr�emisse d'une r�egle R

0

qui suit R dans �. Le le
teur aura don


d�ej�a 
ompris le sens de l'expression \le s�equent ` � suit la r�egle R dans la

preuve � de LK

�

pol

". D'ailleurs tout 
ela est 
ompl�etement trivial, puisqu'une
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preuve en 
al
ul des s�equents est un arbre d�e�nissant un ordre partiel sur

les noeuds et les arêtes qui le 
omposent.

15.4.9. Th

�

eor

�

eme. (Compl�etude) Soit � une preuve de LK

�

pol

. Il existe,

dans LK

�

pol

, une preuve �-
ontrainte �

�

de même 
on
lusion que �.

D�emonstration : Par indu
tion sur le nombre de r�egles interdites par �.

Soit n � 1 le nombre de r�egles interdites par � dans �. On prouve qu'il existe

une preuve �

�

1

ave
 au plus n� 1 r�egles interdites. Soit R une r�egle interdite

par � et telle que la sous-preuve (resp. les sous-preuves) de � pr�emisse(s) de

R ne 
ontienne(nt) au
une autre r�egle interdite. Distinguons deux 
as :

- si R est une r�egle stru
turelle sur une formule r�eversible A, alors on

pro
�ede par indu
tion sur la 
omplexit�e de r�eversibilit�e de A : on ren-

verse A dans la sous-preuve de � ayant R 
omme derni�ere r�egle et on ap-

plique (�eventuellement) l'hypoth�ese d'indu
tion. Cette transformation a �-


ontraint R, tout en pr�eservant la �-
ontrainte et sans introduire de nouvelles

r�egles interdites par �.

- si R est une 
oupure S

1

ou une r�egle irr�eversible, alors le 
ontexte � (resp.

l'union des 
ontextes �, �

0

) de la formule (resp. des formules) de 
ouleur t

a
tive(s) dans R 
ontient au moins une formule r�eversible A. On raisonne

par indu
tion sur la 
omplexit�e de r�eversibilit�e de � (resp. de � [ �

0

). On a

les deux possibilit�es suivantes :

1. pour toute r�egle R

0

qui suit R, R

0

est irr�eversible et la formule a
tive dans

R

0

qui suit R est de 
ouleur q ;

2. il existe une r�egle R

0

qui suit R et qui n'est pas irr�eversible, ou bien t.q.

la formule a
tive dans R

0

qui suit R est de 
ouleur t.

Dans le premier 
as, on renverse A dans � (qui 
ontient for
�ement parmi

ses 
on
lusions toutes les formules r�eversibles de � (resp. de � [ �

0

)), et on

applique (�eventuellement) l'hypoth�ese d'indu
tion.

Dans le deuxi�eme 
as, soit R

0

la \premi�ere" r�egle qui suit R et qui satisfait

les hypoth�eses du 
as 2 (
.�a.d. la seule r�egle de � qui satisfait les hypoth�eses

du 
as 2 et t.q. toute autre r�egle de � satisfaisant les hypoth�eses du 
as 2 suit

R

0

). On renverse A dans la sous-preuve de � pr�emisse de R

0

et 
ontenant A

parmi ses 
on
lusions. Cette transformation a fait diminuer la 
omplexit�e de

r�eversibilit�e des s�equents pr�emisses de R, tout en pr�eservant la �-
ontrainte

et sans introduire de nouvelles r�egles interdites par �. �

15.4.10. Remarque. Bien sûr, pour une preuve � de LK

�

pol

donn�ee, la

preuve �-
ontrainte obtenue par la m�ethode 
i-dessus d�e
rite, n'est pas

unique. Mais les preuves obtenues par 
ette m�ethode ne di��erent entre elles
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que par des renversements. Ainsi, une fois plong�ees dans LL par P , toutes

les preuves obtenues ont la même s�emantique (par la proposition 15.4.4).

15.4.11. Th

�

eor

�

eme. (Stabilit�e) La 
ontrainte � dans LK

�

pol

est stable

par �elimination des 
oupures.

D�emonstration : Remarquons tout d'abord que la �-
ontrainte (
ontraire-

ment �a la �-
ontrainte) ne porte que sur les s�equents pr�emisses de 
ertaines

r�egles. Ce
i implique que si R est une r�egle de la preuve � de LK

�;�

pol

qui

suit la 
oupure 
, et si �

0

est obtenue �a partir de � en �eliminant 
, alors R

va toujours satisfaire dans �

0

la 
ontrainte �, �a moins que R soit devenue

dans �

0

une r�egle assujetie �a la �-
ontrainte alors qu'elle ne l'�etait pas dans

�. La seule possibilit�e pour que 
e soit le 
as serait que R soit une 
oupure

de type S

1

dans �

0

et une 
oupure d'un autre type dans �. Mais 
e
i est

impossible : le le
teur peut s'en 
onvain
re tout seul, ou bien lire le lemme

2 et la proposition 3 p.230-231 de [JST 95℄.

On va don
 supposer que � est obtenue en e�e
tuant une 
oupure 
 entre

les preuves �

1

et �

2

:

�

1

.

.

.

R

1

` �; A

t

�

2

.

.

.

R

2

` �; (:A)

q




`

Soit �

0

la preuve obtenue en �eliminant la 
oupure 
. Nous allons montrer

que �

0

satisfait en
ore la 
ontrainte �. Il faut s'en 
onvain
re pour tous les

types possible de 
oupures 
 :

{ Supposons que 
 soit une 
oupure logique, B et C �etant les sous-formules

prin
ipales de A.

Nous allons traiter le 
as de la 
oupure logique _

m

=^

m

, en laissant au

le
teur le 
as ^

a

= _

a

.

1

.

.

.

T

` B;C; : : :

R

1

` A

t

; : : :

2

.

.

.

T

0

` :B; : : :

3

.

.

.

T

00

` :C; : : :

R

2

` (:A)

q

; : : :




`

La r�egle R

1

(resp. R

2

) est r�eversible (resp. irr�eversible). La preuve �

0

sera

dans 
e 
as :
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1

.

.

.

T

` B;C; : : :

2

.

.

.

T

0

` :B; : : :




1

` C

3

.

.

.

T

00

` :C; : : :




2

`

Les seules r�egles de �

0

qui ne sont pas des r�egles de � sont les deux 
oupures




1

et 


2

: nous devons v�eri�er qu'elles sont bien �-
ontraintes. Les seules

r�egles de 
oupure auxquelles la �-
ontrainte s'applique �etant les 
oupures

de type S

1

, nous allons 
onsid�erer le 
as o�u 


1

(resp. 


2

) est une 
oupure

S

1

.

- Supposons que 


1

soit une 
oupure S

1

. Si :B est de 
ouleur q, alors

par �-
ontrainte (dans �) elle est prin
ipale dans T

0

. On a don
 deux

possibilit�es :

1. :B est prin
ipale dans une r�egle logique : 


1

est alors une 
oupure

S

2

, et 
e 
as est don
 �a ex
lure

2. :B est prin
ipale dans un axiome : nous sommes alors justement

dans le seul 
as de 
oupure S

1

o�u la �-
ontrainte ne s'applique pas

(
f. remarque 15.4.6).

On peut don
 supposer que l'o

urren
e B 
on
lusion de la preuve 1

est de 
ouleur q. La formule :B (de 
ouleur t et a
tive dans 


1

) est

dans le s�equent 
on
lusion de T

0

, et puisque � est �-
ontrainte par

hypoth�ese, dans 
e s�equent :B est dans un 
ontexte non r�eversible.

La 
oupure 


1

satisfait don
 bien la �-
ontrainte.

- Le 
as o�u 


2

est une 
oupure S

1

se traite exa
tement de la même

fa�
on.

Dans la 
as o�u 
 est une 
oupure stru
turelle, nous allons montrer que

toutes les r�egles dont un des s�equents pr�emisse a 
hang�e sont toujours �-


ontraintes. Il ne sera pas n�e
essaire de v�eri�er que les 
oupures �eventuellement

\
r�e�ees" par l'�etape de normalisation asso
i�ee �a 
 sont �-
ontraintes, 
ar


e seront for
�ement des 
oupures S

2

ou logiques (le le
teur s'en 
onvain
ra

en relisant la d�e�nition 15.3.3), auxquelles la 
ontrainte � ne s'applique

pas. Remarquons aussi que toute 
oupure de type S

1

(don
 assujetie �a

la �-
ontrainte) de �

0

provient for
�ement d'une 
oupure de type S

1

de �

(toujours par le lemme 2 et la proposition 3 p.230-231 de [JST 95℄), 
e qui

veut dire que toute r�egle de �

0

devant satisfaire la �-
ontrainte provient

d'une r�egle de � devant satisfaire la �-
ontrainte.

{ Supposons que 
 soit de type S

2

. La r�egle R

2

est alors logique introduisant
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(:A)

q

. Nous avons vu dans la remarque 15.4.6 que A

t

est alors r�eversible

et ne peut avoir �et�e 
ontra
t�ee ni a�aiblie : la seule feuille de l'arbre des

an
êtres de A

t

est don
 un axiome ou bien une r�egle r�eversible T intro-

duisant A

t

. La preuve �

0

est alors la sivante (o�u dans le 
as de l'axiome

il faudra substituer la sous-preuve dont la derni�ere r�egle est la 
oupure 


0

par la preuve �

2

) :

1

.

.

.

T

` A

t

; : : :

�

2

.

.

.

R

2

` (:A)

q

;�

C

0

` �; : : :

.

.

.

R

0

1

` �; : : :

Remarquons que R

0

1

est la r�egle R

1

(mais ave
 des pr�emisses di��erentes).

Il faut prouver que toutes les r�egles qui suivent 


0

sont �-
ontraintes. Cela

est tr�es simple, puisque au
un des s�equents suivant T (ou R

2

dans le 
as

de l'axiome) dans �

0

ne peut être assujeti �a la �-
ontrainte : dans �, tous

les s�equents qui suivent T 
ontiennent une formule r�eversible (A

t

) non

a
tive dans la r�egle dont 
es s�equents sont pr�emisses.

{ Supposons que 
 soit de type S

1

.

Si (:A)

q

est 
on
lusion d'un axiome, alors la preuve �

0

est �egale �a la

sous-preuve �

1

de � (dont on sait par hypoth�ese qu'elle est �-
ontrainte).

Autrement, la �-
ontrainte s'applique �a 
 dans � : au
une formule de �

n'est r�eversible. Il suÆra alors de relire la d�e�nition de tq-normalisation

(15.3.3) pour se rendre 
ompte que 
ette remarque est bien suÆsante pour


on
lure que �

0

est �-
ontrainte.

�

15.4.12. Proposition. Le P -plongement est une d�e
oration de LK

�;�

pol

,

dont l'image est 
ontenue dans LLP .

D�emonstration : Il est 
lair que puisque la 
ontrainte � est v�eri��ee, 
haque

fois qu'il est n�e
essaire de faire une promotion en logique lin�eaire sur la P -

tradu
tion d'une formule de 
ouleur t a
tive dans une irr�eversible ou une


oupure S

1

, le 
ontexte est bien modalis�e (les formules sont q ou t-atomiques

et don
 pr�e�x�ees par un \ ?"). De plus les r�egles stru
turelles ne s'appliquent

que sur des formules q ou t-atomiques dans LK

�;�

pol

, et 
elles-
i sont pr�e�x�ees

par \ ?" dans la preuve d�e
or�ee.
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Le fait que l'image de LK

�;�

pol

par P soit pr�e
is�ement LLP est une simple

remarque. �

Le plongement P �etant une d�e
oration de LK

�;�

pol

, on est \�a peu pr�es sûr"

que la tq-normalisation pour les preuves de LK

�;�

pol

peut être \simul�ee" par

la normalisation de LLP . Mais 
e
i n'est pas tout �a fait �evident. Nous

montrons, dans [LaurQuatrTorto 99℄, la 
orresponden
e exa
te entre la tq-

normalisation de LK

�;�

pol

, et la normalisation des r�eseaux de PNP . Cette


orresponden
e a 
omme 
ons�equen
e, notamment, la proposition suivante.

15.4.13. Proposition. Le plongement P de LK

�;�

pol

dans LLP induit une

s�emantique d�enotationnelle de LK

�;�

pol

: si � �

tq

�

0

dans LK

�;�

pol

, alors [P (�)℄ =

[P (�

0

)℄, o�u [P (�)℄ est l'interpr�etation de la preuve P (�) de LLP (ou plutôt

du r�eseau de PNP qui lui est asso
i�e) dans l'espa
e asso
i�e �a la 
on
lusion

de P (�), pour toute preuve � de LK

�;�

pol

.

Le syst�eme LK

�;�

pol

est don
 muni d'une pro
�edure d'�elimination des 
ou-

pures (toujours la tq-normalisation) qui a les bonnes propri�et�es d'un 
al
ul

(d�eduites de 
elles de LL) et est muni d'une s�emantique : l'interpr�etation

d'une preuve � de LK

�;�

pol

est l'interpr�etation de P (�) dans la s�emantique de

LL.

15.4.14. Th

�

eor

�

eme. Le P -plongement induit une s�emantique d�enotationnelle

pour LK

�

pol

, i.e. si � !

tq

�

0

alors [�℄ = [�

0

℄, o�u, pour toute preuve � de LK

�

pol

,

[�℄ est l'interpr�etation de P (�) dans l'espa
e asso
i�e au s�equent 
on
lusion

de P (�).

D�emonstration : On utilise i
i la proposition 45 p.53 de [DJS 97℄ : pla�
ons-

nous dans LK

�

pol

et notons \�" l'equivalen
e forte entre preuves (les preuves

� et �

0

sont fortement �equivalentes lorsqu'elles di��erent uniquement par le

renversement d'un 
ertain nombre de formules 
on
lusions de � ou a
tives

dans une r�egle de �), si deux preuves sont fortement �equivalentes alors leurs

formes normales le sont aussi.

Pour toute preuve � de LK

�

pol

, appelons �

�

une preuve �-
ontrainte ob-

tenue �a partir de � par la m�ethode utilis�ee pour prouver le th�eor�eme de


ompl�etude. On peut v�eri�er que � � �

�

, et on sait (par la proposition

15.4.4) que si � � �

0

alors [�℄ = [�

0

℄.

La 
on
lusion est alors une 
ons�equen
e du r�esultat et de la remarque 
i-

dessus, et du fait que P est une s�emantique d�enotationnelle pour LK

�;�

pol

.
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Il suÆra de prouver que si �

0

est la forme normale de �, alors [�℄ = [�

0

℄. De

� � �

�

, on d�eduit que �

0

� �

�

0

, o�u �

�

0

est la forme normale de �

�

. Puisque P

est une s�emantique pour LK

�;�

pol

, on a [�

�

℄ = [�

�

0

℄ et des remarques initiales

on d�eduit [�

0

℄ = [�

�

0

℄ et [�℄ = [�

�

℄. D'o�u [�℄ = [�

0

℄. �

15.4.15. Remarque. (i) Notre �etude permet de retrouver la s�emantique

des espa
es de 
orr�elation qui sont l'ingr�edient de base utilis�e par J-Y Girard

pour 
onstruire le syst�eme LC ([Girard 91b℄). En e�et, puisque une preuve

de LK

�

pol

et les preuves �-
ontraintes qui lui sont asso
i�ees ont la même

P -s�emantique et que �-
ontraindre signi�e transf�erer les op�erations stru
-

turelles des formules r�eversibles sur leurs sous-formules prin
ipales, la P -

s�emantique de LK

�

pol

revient �a 
onsid�erer que les espa
es 
oh�erents asso
i�es

aux formules r�eversibles sont munis d'op�erations s�emantiques de 
ontra
-

tion, d'a�aiblissement et de 
ontexte de promotion, d�e�nies en e�e
tuant


es mêmes op�erations sur les sous-formules prin
ipales. C'est �a dire que l'on

interpr�ete les formules r�eversibles par des espa
es de 
orr�elation n�egatifs.

(ii) C'est au moyen de la P -s�emantique pour LK

�

pol

, (le th�eor�eme 15.4.14)

que nous �etudierons des isomorphismes, dans le paragraphe suivant.

(iii) En�n, la �-
ontrainte permettrait de montrer que la P -s�emantique


oh�erente multiensembliste est inje
tive pour le fragment multipli
atif de

LC (voir d�e�nition 15.5.3), une fois d�emontr�ee la 
onje
ture 14.2.10 (voir

aussi �a 
e sujet la remarque 15.5.4).

15.5 Isomorphismes s�emantiques et syntaxiques

Dans [Girard 91b℄, le probl�eme de l'extra
tion du 
ontenu 
al
ulatoire des

preuves 
lassiques est pos�e math�ematiquement : il s'agit avant tout de pro-

duire une s�emantique d�enotationnelle pour la logique 
lassique. La question

se pose alors de savoir quelles sont les propri�et�es qu'on va demander �a une

telle s�emantique : nous suÆt-il d'obtenir un invariant de l'�elimination des


oupures ?

La r�eponse de Girard est qu'il faut 
her
her une s�emantique qui maximise

les isomorphismes. Ce qui veut dire que les stru
tures qui interpr�eteront

les formules de la logique 
lassique devront (en tant que stru
tures) sa-

tisfaire des isomorphismes tels que la 
ommutativit�e, l'asso
iativit�e,... En

d'autres termes, on voudrait retrouver les �equivalen
es bool�eennes 
omme

isomorphismes s�emantiques. Si, par exemple, A (resp. B, C) est une formule

interpr�et�ee par la stru
ture A (resp. B, C), on voudra avoir un isomorphisme

entre A^ (B ^ C) et (A^ B) ^ C).
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Girard montre qu'une s�emantique d�enotationnelle pour la logique 
lassique

existe, et qu'elle satisfait \beau
oup" d'isomorphismes : 
'est la s�emantique

des espa
es de 
orrelation, une variation sur le th�eme des espa
es 
oh�erents


lairement inspir�ee par un plongement en logique lin�eaire (le fameux P -

plongement des paragraphes pr�e
�edents). C'est en fait 
ette s�emantique qui

le 
onduit �a d�e�nir le syst�eme de logique 
lassique LC et l'�elimination des


oupures pour LC.

Du point de vue de LK

�

pol

, le syst�eme LC est assez 
urieux : 
'est un sous-

syst�eme de LK

�

pol

, et pourtant il y a une seule 
onjon
tion (et pas les deux


onjon
tions ^

m

et ^

a

de LK

�

pol

) qui est \tantôt multipli
ative et tantôt

additive" (
e qui reste vrai, dualement, pour la disjon
tion). En fait, l'image

par le plongement P de LC est un sous-syst�eme de LL

f

p

: 
elui des formules

fortement polaris�ees.

On peut tout d'abord remarquer que les isomorphismes entre espa
es de


orr�elation d�e�nis par Girard sont aussi satisfaits par la P -s�emantique d�e�nie

dans le paragraphe pr�e
�edent. Nous avons ensuite 
her
h�e �a 
omprendre

le sens, sur les preuves de LK

�

pol

, de 
es isomorphismes. Ce
i passe par

la d�e�nition de \isomorphisme syntaxique" qui est non triviale en logique


lassique. A la lumi�ere de 
ette d�e�nition, les raisons qui ont pr�esid�e au 
hoix

des styles des 
onne
teurs dans LC aparâ�tront tr�es 
lairement : nous verrons

que LC n'est autre qu'une l�eg�ere am�elioration du fragment multipli
atif de

LK

�

pol

, 
e qui expliquera aussi pourquoi un 
onne
teur m�elangeant deux

styles di��erents peut être asso
iatif...

Dans 
e paragraphe, les preuves sont moins d�etaill�ees qu'�a l'ordinaire.

15.5.1. D

�

efinition. (Formules lin�eaires fortement polarises). Une

formule propositionnelle P (resp. N) de LL est dite fortement positive

(resp. fortement n�egative) lorsqu'elle est 
onstruite de la fa�
on suivante

(X �etant une formule atomique) :

P ::= !X j P 
 P j P � P j P
!N j !N 
 P j P�!N j !N � P j 1

N ::= ?X

?

j N

}

N j N&N j ?P

}

N j N

}

?P j ?P&N j N&?P j ?

Une formule de LL est dite fortement polaris�ee lorsqu'elle est non ato-

mique et sous-formule d'une formule fortement positive, ou bien fortement

n�egative.
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Une preuve (resp. un r�eseau) polaris�e et fo
alis�e est dit fortement polaris�e

lorsqu'elle ne 
ontient que (resp. les types de toutes ses arêtes sont) des

sous-formules de formules fortement positives ou fortement n�egatives.

Nous utiliserons pour les formules fortement positives (resp. n�egatives) les

mêmes notations que pour les formules positives (resp. n�egatives). Lorsque

nous ne pr�e
iserons pas si nous nous r�ef�erons �a des formules polaris�ees ou

fortement polaris�ees, 
ela voudra dire que nos aÆrmations seront valables

dans les deux 
as.

15.5.2. Remarque. (i) La d�e�nition 
i-dessus d�e
r�ete que ?Q et !N (ave


Q fortement positive et N fortement n�egative) sont des formules fortement

polaris�ees, sans être ni fortement positives ni fortement n�egatives.

(ii) L'exemple typique de formule polaris�ee mais pas fortement polaris�ee est

?Q

}

?Q, ave
 Q formule fortement positive.

15.5.3. D

�

efinition. (Le syst�eme LC et sa P -tradu
tion). LC est le

sous-syst�eme de LK

�

pol

obtenu en 
hoisissant une 
onjon
tion additive entre

deux formules de 
ouleurs t, et multipli
ative autrement. La d�e�nition de

la disjon
tion en d�e
oule imm�ediatement par dualit�e. Nous donnons la P -

tradu
tion des formules qui s'en suit :

A B A ^

m

B

q q P (A)
 P (B)

q t P (A)
!P (B)

t q !P (A) 
 P (B)

t t P (A)&P (B)

La tradu
tion des s�equents et des preuves de LC dans LL est 
elle de LK

�

pol

dans LL.

15.5.4. Remarque. L'image d'une preuve de LC �a travers le P -plongement

n'est pas une preuve fortement polaris�ee, et 
e pour les mêmes raisons pour

lesquelles l'image d'une preuve de LK

�

pol

�a travers le P -plongement n'est

pas une preuve polaris�ee (remarque 15.3.7). Mais, bien sûr, toute preuve du

fragment LC

�

de LK

�;�

pol

aura 
omme image par P une preuve fortement pola-

ris�ee (par d�e�nition de LC et par la proposition 15.4.12). C'est la raison pour

laquelle la 
onje
ture 14.2.10 permettrait de prouver que la P -s�emantique


oh�erente multiensembliste est inje
tive pour le fragment multipli
atif de LC

(sans a�aiblissements et sans unit�es).
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Venons-en �a pr�esent �a la d�e�nition d'isomorphisme entre deux formules de

LK

�

pol

. Mais... d'abord quelques notations/
onventions bien utiles pour la

suite.

Pour toute formule A de LK

�

pol

, on notera ax

A

la preuve de LK

�

pol

ayant


omme unique r�egle l'axiome de 
on
lusion ` :A;A. On notera �

A

la �-

preuve de même 
on
lusion. Si � (resp. �

0

) est une preuve de LK

�

pol

ou

bien de LL ayant A (resp. :A ou A

?

) parmi ses 
on
lusions, nous noterons


ut

A

(�; �

0

) la preuve obtenue en e�e
tuant une 
oupure sur A entre � et

�

0

. Si � est une preuve de LL, on note [�℄ l'interpr�etation de la preuve �

dans une quel
onque des trois s�emantiques ren
ontr�ees jusqu'�a pr�esent (
f.


hapitre 6).

Commen�
ons par simpli�er le probl�eme : pla�
ons nous dans LL. Comment

d�e�nir la notion d'isomorphisme entre deux formules de LL ? Rien de plus

simple, la voi
i :

15.5.5. D

�

efinition. (Isomorphisme dans LL). Soient A et B deux

formules de LL, et soit � (resp.  ) une preuve de ` A

?

; B (resp. ` B

?

; A).

Nous �e
rirons A

�; 

' B lorsque [�

A

℄ = [ax

A

℄, [�

B

℄ = [ax

B

℄, o�u �

A

= 
ut

B

(�;  )

et �

B

= 
ut

A

( ; �).

15.5.6. Remarque. Rappelons qu'une preuve de LL s'interpr�ete en une

fon
tion (lin�eaire dans la s�emantique 
oh�erente) et qu'une 
oupure entre

deux preuves de LL 
orrespond �a la 
omposition de deux fon
tions. On

peut alors remarquer que, suivant la d�e�nition 
i-dessus, lorsque A

�; 

' B

on aura [
ut

B

(�;  )℄ = [ ℄o[�℄ = id

A

et [
ut

A

( ; �)℄ = [�℄o[ ℄ = id

B

, o�u A

(resp. B) est l'espa
e interpr�etant A (resp. B). On aura don
 en parti
ulier

l'isomorphisme entre les stru
tures interpr�etant A et B : A ' B.

Pour en venir au 
as 
lassique, la d�e�nition plus naturelle (eu �egard �a la

d�e�nition pr�e
�edente), en faisant usage de la P -s�emantique, est la suivante :

15.5.7. D

�

efinition. Soient A et B deux formules de LK

�

pol

, et soit �

(resp.  ) une preuve de ` :A;B (resp. ` :B;A). Nous �e
rirons A

�; 

 ! B

lorsque [P (�

A

)℄ = [P (ax

A

)℄, [P (�

B

)℄ = [P (ax

B

)℄, o�u �

A

= 
ut

B

(�;  ) et

�

B

= 
ut

A

( ; �).
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15.5.8. Remarque. La d�e�nition 
i-dessus peut s'exprimer syntaxique-

ment (sans faire appel au plongement P ni �a la s�emantique), et 
'est 
e qui

a �et�e fait dans [DJS 96℄.

15.5.9. Remarque. Le le
teur peut v�eri�er que, suivant 
ette d�e�nition,

A

t

^

a

B

t

 !A

t

^

m

B

t

.

Si on prenait la d�e�nition 
i-dessus 
omme d�e�nition d'isomorphisme, on

aurait alors un isomorphisme entre une formule de 
ouleur q (qui se traduit

par une formule positive de LL) et une formule de 
ouleur t (qui se traduit

par une formule negative de LL). Il est bien 
lair que nous n'aurions pas,


ontrairement au 
as de LL (la d�e�nition 15.5.5), un isomorphisme entre les

stru
tures qui interpr�etent les deux formules.

C'est en fait la requête qui nous a guid�e dans la re
her
he d'une d�e�nition

d'isomorphisme syntaxique : quoiqu'on fasse nous voulons que si dans LK

�

pol

A ' B, alors dans LL P(A) ' P(B).

Regardons de plus pr�es la d�e�nition 15.5.7 : qu'est-
e qui s'oppose au fait

que si A

�; 

 ! B, alors P(A) ' P(B) ? C'est en fait l'interpr�etation de la

r�egle de 
oupure : l'analogue de la remarque 15.5.6 ne s'applique pas 
ar la

tradu
tion dans LL d'une r�egle de 
oupure n'est pas en g�en�eral (seulement)

une 
oupure de LL.

En logique 
lassique, la r�egle de 
oupure semble ne pas pouvoir être repr�esent�ee

par une op�eration math�ematique �el�ementaire. En tous 
as, il en est bien ainsi

si on s'en tient �a l'appro
he \fon
tionnelle" de la logique (une preuve est

une fon
tion) qui est �a la base de la 
orrespondan
e de Curry-Howard, de

LL, et d'�a peu pr�es tout 
e que nous avons dit dans 
ette th�ese. C'est 
e que

dit la remarque suivante.

15.5.10. Remarque. Il n'existe au
une s�emantique d�enotationnelle de

LK

�

pol

qui puisse interpr�eter les preuves 
omme des fon
tions et la 
oupure


omme une 
omposition de fon
tions.

D�emonstration : C'est tout simplement une reformulation de la \paire


ritique" de Y. Lafont. Consid�erons la preuve � suivante (nous omettons les


ontextes par simpli
it�e) :

.

.

.

�

` A

q

.

.

.

�

` (:A)

t

; B

t




1

` B

t

.

.

.




` (:B)

q




1

`
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Toute s�emantique de � qui interpr�eterait la 
oupure 
omme une 
omposis-

tion de fon
tions, interpr�eterait � par [
℄ Æ ([�℄ Æ [�℄) = ([
℄ Æ [�℄) Æ [�℄. Mais

la fon
tion ([
℄ Æ [�℄) Æ [�℄ est aussi l'int�erpr�etation de la preuve �

0

suivante :

.

.

.

�

` A

q

.

.

.

�

` (:A)

t

; B

t

.

.

.




` (:B)

q




2

` (:A)

t




1

`

Ce qui pose un tr�es s�erieux probl�eme : nous savons que si (par exemple)

A

q

(resp. (:B)

q

) est 
on
lusion d'une r�egle a�aiblissement de � (resp. 
),

alors l'identi�
ation s�emantique de � et de �

0


onduit �a une in
onsisten
e

algorithmique (toutes les preuves de même 
on
lusion seront identi��ees). �

Morale de l'histoire : pour que lorsque A ' B dans LK

�

pol

on ait P(A) '

P(B), on va demander que la 
oupure entre les deux preuves � de ` :A;B

et  de ` :B;A dans LK

�

pol

se traduise par une 
oupure de LL, 
.�a.d. que

les exponentielles �eventuelles aparaissant devant les formules 
on
lusions de

P (�) et P ( ) soient super
ues.

La notion d'exponentielle super
ue est assez intuitive : une exponentielle est

super
ue, lorsque elle est...super
ue ! (
.�a.d. que dans la preuve que nous


onsid�erons on aurait pu s'en passer). Nous ne ferons r�ef�eren
e que �a 
ette

notion tr�es intuitive (que nous d�e�nirons d'i
i peu) d'exponentielle super
ue.

Pour une �etude approfondie de 
ette notion, nous renvoyons �a [DJS 93℄.

Nous d�e�nissons la notion d'isomorphisme dans LK

�

pol

mais en faisant usage

de preuves de LK

�;�

pol

, 
elles-
i ayant une tradu
tion en r�eseaux (de PNP ) ne

faisant pas intervenir de 
oupures. On pourrait utiliser des preuves de LK

�

pol

,

mais 
ela 
ompliquerait inutilement les 
hoses (la 
orresponden
e ave
 les

r�eseaux �etant moins imm�ediate).

15.5.11. D

�

efinition. Soit � 2 ft; qg, soit A

�

une 
on
lusion de la preuve

� de LK

�;�

pol

, et soit R le r�eseau de PNP asso
i�e �a �. Appelons a l'arête


on
lusion de R de type �P (A), o�u � 2 f;; ?g (; repr�esente i
i la modalit�e

vide).

Nous dirons que A

�

est P -prin
ipale dans �, lorsque � = ;, ou bien lorsque

� =? et toute arête b 2 G

R

a

(voir d�e�nition 7.2.3 pour la notation) de type

?P (A) est 
on
lusion d'un lien 
oad ou bien d'un lien ?de.

15.5.12. Remarque. (et 
onvention) (i) Etre P -prin
ipale pour une for-

mule A

q

signi�e pr�e
is�ement que le ou les lien(s) der�eli
tion dont la 
on
lu-

sion est typ�ee par ?P (A) est ou sont \inutile(s)" : il(s) ne ser(ven)t ni pour



236CHAPITRE 15. LOGIQUE LIN

�

EAIRE POLARIS

�

EE ET LOGIQUE CLASSIQUE

e�e
tuer une 
ontra
tion, ni pour que sa ou leurs 
on
lusion(s) puisse(nt)

être (un jour) pr�emisse(s) d'un lien pax. En d'autres termes, le graphe R

�

obtenu �a partir de R en �eliminant tous 
es liens der�eli
tion ainsi que leurs


on
lusions est un r�eseau de même 
on
lusion que R, sauf que la 
on
lusion

de type ?P (A) sera substitu�ee par une 
on
lusion de type P (A). Il est tout

aussi 
lair que les r�egles der�eli
tion de P (�) qui 
orrespondent aux liens


i-dessus peuvent aussi être e�a
�es : on obtiendra de la sorte une preuve �

0

de LLP, de même 
on
lusion que P (�) sauf la 
on
lusion ?P (A) qui sera

substitu�ee par la 
on
lusion P (A). Nous nous r�ef�ererons dans la suite �a �

0


omme �a P

�

(�).

(ii) Et bien, nous venons de red�e
ouvrir...le b�enitier ! Dire qu'une formule

A

q

est P -prin
ipale dans la preuve � de LK

�;�

pol

, 
'est dire (en utilisant le

langage de [Girard 91b℄) qu'elle est dans le b�enitier. Ce qui pourrait induire

�a se demander si la �-
ontrainte est v�eritablement un progr�es. Nous n'en

doutons pas une seule se
onde, mais 
ela n'empê
he pas de repr�esenter les

preuves en utilisant le b�enitier, 
e qui permet de mieux visualiser la formule

P -pri
ipale. C'est d'ailleurs le 
hoix que nous faisons dans l'annexe B.

(iii) Toute formule de 
ouleur t 
on
lusion d'une preuve � de LK

�;�

pol

est

P -prin
ipale dans �.

(iv) Nous adoptons la 
onvention suivante : pour une preuve � de LK

�;�

pol

,

nous �e
rirons P

�

(�) pour indiquer d'une part qu'il existe une (unique sui-

vant le lemme qui suit) formule 
on
lusion de � de 
ouleur q et P -prin
ipale,

et d'autre part que P

�

(�) est la preuve d�e�nie en (i) 
i-dessus.

(v) Remarquons en�n que si A est P -prin
ipale dans �, alors la s�emantique

de la preuve P (�) est toujours �egale �a 
elle de la preuve P

�

(�) �a laquelle

on a rajout�e une r�egle de der�eli
tion �nale dont la formule a
tive est P (A)

et la 
on
lusion est ?P (A).

Dans le langage de [Girard 91b℄, A est P -prin
ipale dans � lorsque � s'in-

terpr�ete en une 
lique 
entrale de l'espa
e de 
orr�elation qui interpr�ete la


on
lusion de � (voir aussi la proposition 15.5.20).

15.5.13. Lemme. Soit � une preuve de LK

�;�

pol

. Il existe au plus une formule

de 
ouleur q qui est P -prin
ipale dans �.

D�emonstration : Cons�equen
e imm�ediate de (ii) de la remarque 
i-dessus.

�

Nous voi
i venus �a la d�e�nition d'isomorphisme.
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15.5.14. D

�

efinition. Nous dirons que les formules A et B de LK

�

pol

sont

(�;  )-isomorphes, et nous �e
rirons A

�; 

' B, lorsque � (resp.  ) est une

preuve de LK

�;�

pol

de ` :A;B (resp. ` :B;A), et P (A)

P

�

(�);P

�

( )

' P (B)

dans LL (en fait dans LLP ).

15.5.15. Remarque. Si A

�; 

' B, alors les formules de 
ouleur q 
on
lusion

de � et  sont P -prin
ipales (par d�e�nition), et ne peuvent don
 pas être


on
lusion de r�egles stru
turelles. Remarquons que 
e n'est pas le 
as lorsque

A

�; 

 ! B (
onsid�erer toujours l'exemple A

t

^

a

B

t

 !A

t

^

m

B

t

).

15.5.16. Lemme. Si A

�

' B

�

0

, alors � = �

0

.

D�emonstration : C'est �evident, par d�e�nition d'isomorphisme. �

Le lemme pr�e
�edent est faux si on substitue l'hypoth�ese A

�

 ! B

�

0

�a l'hy-

poth�ese A

�

' B

�

0

(
omme toujours �a 
ause de A

t

^

a

B

t

 !A

t

^

m

B

t

).

15.5.17. Lemme. Si A

�; 

' B, alors A

�; 

 ! B. La r�e
iproque �etant fausse.

D�emonstration : Il suÆt d'�e
rire (par exemple) la preuve P (
ut

B

(�;  )).

L'hypoth�ese de P -prin
ipalit�e va permettre fa
ilement de re
onnâ�tre que

(modulo des permutations de r�egles invisibles s�emantiquement) 
e n'est

autre que la preuve 
ut

P (B)

(P

�

(�); P

�

( )) ave
 une der�eli
tion terminale,

et les d�e�nitions (de ' et de  !) permettent alors de 
on
lure.

Con
ernant la r�e
iproque, on peut reprendre notre exemple favori : on a

bien A

t

^

a

B

t

 !A

t

^

m

B

t

. Pourtant on n'a pas A

t

^

a

B

t

'A

t

^

m

B

t

, et 
e

pr�e
is�ement par
e que dans la preuve de ` :(A

t

^

a

B

t

)

q

; (A

t

^

m

B

t

)

q

, la

formule :(A

t

^

a

B

t

)

q

n'est pas P -prin
ipale. �

15.5.18. Proposition. Pour � 2 ft; qg, on notera

�

�

le seul �el�ement de

ft; qg di��erent de �.

Soit � (resp.  ) une preuve de LK

�;�

pol

de ` (:A

�

)

�

�

; B

�

0

(resp. de ` (:B

�

0

)

�

�

0

; A

�

)

sans 
oupures.

A

�

�; 

' B

�

0

ssi les trois 
onditions suivantes sont satisfaites :

(i) A

�

�; 

 ! B

�

0

(ii) � = �

0
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(iii) il existe une r�egle R (resp. R

0

) introduisant l'unique formule de 
ouleur

q 
on
lusion de � (resp. de  ), telle que toute r�egle de � (resp. de  )

suivant R (resp. R

0

) est une r�egle r�eversible ou bien une r�egle stru
tu-

relle (a�aiblissement ou 
ontra
tion) dont la 
on
lusion n'est pas l'unique

formule de 
ouleur q 
on
lusion de � (resp. de  ).

D�emonstration : Si A

�

�; 

' B

�

0

, alors la 
on
lusion est une 
ons�equen
e des

lemmes qui pr�e
�edent et de la d�e�nition de P -prin
ipalit�e.

R�e
iproquement, la 
ondition (iii) garantit la P -prin
ipalit�e de l'unique


on
lusion de 
ouleur q de � et de  . Comme dans la d�emonstration du

lemme 15.5.17, on pourra alors re
onnâ�tre dans la preuve P (
ut

B

(�;  ))

(modulo des permutations de r�egles invisibles s�emantiquement) la preuve


ut

P (B)

(P

�

(�); P

�

( )) ave
 une der�eli
tion terminale. La s�emantique de


ette derni�ere preuve sera don
 
elle de P (
ut

B

(�;  )), 
.�a.d. (puisque par

hypoth�ese A

�

�; 

 ! B

�

0

) 
elle de l'axiome de LL de 
on
lusion ` P (A); P (A)

?

suivi d'une der�eli
tion. Pour 
on
lure que la s�emantique de 
ut

P (B)

(P

�

(�); P

�

( ))

est 
elle de l'axiome de LL de 
on
lusion ` P (A); P (A)

?

(
.�a.d. l'identit�e

de P(A)), on utilise la propri�et�e suivante de la r�egle de der�eli
tion : si � et

�

0

sont deux preuves de LL de même 
on
lusion dont la derni�ere r�egle est

une der�eli
tion de 
on
lusion ?A, si �

1

et �

0

1

sont les sous-preuves (de � et

�

0

respe
tivement) pr�emisses de 
ette der�eli
tion, alors lorsque � et �

0

ont

la même s�emantique for
�ement �

1

et �

0

1

ont aussi la même s�emantique.

Nous savons bien, �a pr�esent, que 
'est loin d'être le 
as pour la r�egle de


ontra
tion (
f. 
hapitre 13) ! �

15.5.19. Proposition. Si A

�; 

' B, alors pour tout 
onne
teur 
 et pour

toute formule D de LK

�

pol

, A
D

�

0

; 

0

' B
D.

D�emonstration : On montre que 
'est le 
as pour tous les 
onne
teurs.

Le point important est que la P -prin
ipalit�e permet d'�etendre � et  en

pr�eservant la �-
ontrainte : la 
ondition (iii) de la proposition 15.5.18 nous

permet d'appliquer la r�egle irr�eversible (�a laquelle il est impossible d'�e
haper)


orre
tement. On obtiendra ainsi deux preuves �

0

et  

0

de LK

�;�

pol

dont les


on
lusions de 
ouleurs q seront P -prin
ipales. �

15.5.20. Proposition. Si A

�; 

' B, alors la P -s�emantique identi�e les deux

preuves suivantes (o�u on a omis les 
ontextes) :
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.

.

.

�

` A

.

.

.

�

` :A

`

.

.

.

�

` A

.

.

.

�

` :A;B




1

` B

.

.

.

 

` :B;A

.

.

.

�

` :A




2

` :B




3

`

D�emonstration : C'est toujours une 
ons�equen
e de la P -prin
ipalit�e. Dans

le langage de [Girard 91b℄ une preuve dont la 
on
lusion de 
ouleur q est

P -prin
ipale est une 
lique \
entrale" dans la s�emantique. La propri�et�e que

nous �enon�
ons 
i-dessus est une 
ons�equen
e de la 
entralit�e des 
liques

interpr�etant les preuves � et  .

Le le
teur peut aussi se 
onvain
re que la proposition est vraie, tout simple-

ment en �e
rivant les deux preuves 
i-dessus sous forme de r�eseaux. �

15.5.21. Remarque. La proposition 
i-dessus est fausse, si on substitue

l'hypoth�ese A

�; 

' B par A

�; 

 ! B, et le le
teur peut s'en 
onvain
re en

faisant re
ours �a l'exemple habituel.

15.5.22. Th

�

eor

�

eme. On a A

t

^

m

B

t

' (A

t

^

a

B

t

) ^

m

V .

D�emonstration : Il s'agit d'�etendre les deux preuves � et  telles que

A

t

^

a

B

t

�; 

 ! A

t

^

m

B

t

, de la seule fa�
on possible pour que les requêtes de

P -prin
ipalit�e soient satisfaites. �

15.5.23. Remarque. (i) Le th�eor�eme 
i-dessus n'est autre que l'isomor-

phisme !(A&B) '!A
!B de LL. Ce qui n'�etait pas tout �a fait trivial, 
'�etait

de l'exprimer dans le langage de la logique 
lassique.

(ii) Ce que dit 
e th�eor�eme, du point de vue de LK

�

pol

, 
'est que la 
onjon
-

tion multipli
ative entre deux formules de 
ouleur t n'est pas une op�eration

\primitive" : elle se d�e
ompose en une 
onjon
tion additive, et un 
hange-

ment de 
ouleurs.

Le syst�eme LC n'est don
 rien d'autre que le fragment multipli
atif de LK

�

pol

,

en un peu mieux.

(iii) Puisque la 
onstante V est l'�el�ement neutre du 
onne
teur ^

m

, \dans

un 
ontexte multipli
atif, ^

a

est isomorphe �a ^

m

", et 
'est bien la raison

pour laquelle, malgr�e un m�elange apparent de styles, il existe une unique


onjon
tion asso
iative dans LC. Il n'y a en r�ealit�e au
un m�elange de styles.
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V�eri�ons-le sur un exemple : notons ^ la 
onjon
tion de LC et ^

m

et ^

a

(
omme d'habitude) les 
onjon
tions, multipli
ative et additive, de LK

�

pol

.

On a : (A

t

^B

t

)^C

q

= (A

t

^

a

B

t

)^

m

C

q

' (A

t

^

a

B

t

)^

m

(V ^

m

C

q

) ' ((A

t

^

a

B

t

)^

m

V )^

m

C

q

' (A

t

^

m

B

t

)^

m

C

q

' A

t

^

m

(B

t

^

m

C

q

) = A

t

^ (B

t

^C

q

).

(iv) L'isomorphisme fondamental !(A&B) '!A
!B est l'unique \pont" entre

le fragment additif et le fragment multipli
atif de LL. C'est 
e qui rend les

deux fragments non \sym�etriques", et 
'est 
e qui explique la raison pour

laquelle, en termes d'isomorphismes, il existe une unique solution \optimale"

(LC).



Chapitre 16

Dis
ussion : syntaxe et

s�emantique

Le but de 
ette dis
usion est 
elui de situer les r�esultats obtenus dans 
ette

th�ese dans un 
adre moins \stri
tement te
hnique".

Notre appro
he dans les 
hapitres 6 �a 13 ne visait pas �a 
onstruire une

interpr�etation dans laquelle tout objet du mod�ele serait interpr�etation d'une

preuve, 
e qui serait plutôt une propri�et�e de surje
tivit�e de la s�emantique

(question qui est 
onnue sous le nom de \full 
ompleteness"). Nous voulions

montrer que sur les �el�ements du mod�ele ayant donn�e naissan
e �a la logique

lin�eaire, dont on sait d�ej�a que 
e sont des interpr�etations de preuves, syntaxe

et s�emantique 
o��n
ident.

Les deux 
ontre-exemples du 
hapitre 13 sont �a 
et �egard un peu troublants :

ils montrent que même dans MELL, même pour les 
liques dont on sait

d�ej�a que 
e sont des interpr�etations de preuves, la des
ription intentionnelle

des preuves (les r�eseaux) et leur des
ription extensionnelle (la s�emantique


oh�erente) ne 
o��n
ident pas.

Nous avons vu dans le 
hapitre en question que 
e
i est �a mettre en relation

ave
 la propri�et�e d'uniformit�e de la s�emantique que les r�eseaux (dans toute

leur g�en�eralit�e) ont l'air d'ignorer. Rappelons que 
ette même uniformit�e

nous a permis de prouver la pr�eservation de l'obsessionalit�e (la proposi-

tion 9.3.5). Il nous semble qu'il y a i
i une voie int�eressante �a suivre, qui


onsiste �a r�epondre �a la question suivante : \�a quoi 
orrespond, en termes

de r�eseaux, la propri�et�e d'uniformit�e ?" ou en
ore \existe-t-il une restri
tion

logique ou/et g�eom�etrique sur les preuves qui rendrait 
ompte de l'unifor-

mit�e ?" Plus te
hniquement, la question que nous nous sommes pos�e est 
elle

de trouver un sous-ensemble deMELL pour lequel la s�emantique 
oh�erente

241
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multiensembliste est inje
tive, et de voir si et 
omment il est possible de


ara
t�eriser 
e sous-ensemble.

Comme le sugg�ere le 
ommentaire qui suit la remarque 13.3.3, nous ne pen-

sons pas que l'uniformit�e ait quoi que 
e soit �a voir ave
 la distin
tion intui-

tionniste/
lassique : nous pensons plutôt qu'elle nous parle de la stru
ture

g�eom�etrique des preuves.

L'analyse e�e
tu�ee aux 
hapitres 6-11, nous a permis de re
onduire la ques-

tion de l'inje
tivit�e de la s�emantique �a 
elle de l'existen
e d'une exp�erien
e

inje
tive pour des r�eseaux ne 
ontenant que des liens ax, ?de,

}

, 
, ?w, ?
o.

Dans le 
hapitre 13 nous montrons que pour 
ertains r�esaux non-
onnexes,

une telle exp�erien
e n'existe pas. Le le
teur nous obje
tera que (suivant la

d�e�nition 1.3.7), tous les graphes de 
orre
tion sont 
onnexes, et il aura rai-

son. Mais il est bien 
lair que la fon
tion de saut d�e�nie au 
hapitre 1 est une

fa�
on \ad ho
" de r�etablir la 
onnexit�e, qui permet d'e�e
tuer des \
al
uls"

ave
 les r�eseaux, mais qui n'a pas d'�equivalent s�emantique. La propri�et�e de


onnexit�e dont il est question i
i est don
 
elle des graphes de 
orre
tion

sans la fon
tion de saut (d�e�nis dans 1.2.6).

Dans le 
hapitre 14, nous montrons qu'une exp�erien
e inje
tive existe tou-

jours lorsque les r�eseaux 
onsid�er�es 
ontiennent un graphe de 
orre
tion

(essentiellement) unique qui est 
onnexe (proposition 14.1.4), la 
onnexit�e

�etant l'ingr�edient essentiel dans la d�emonstration. Ce r�esultat �etabli, on peut

introduire une \l�eg�ere dose de non-
onnexit�e" (
omme nous le faisons dans

la proposition 14.2.6) sans perdre la propri�et�e d'existen
e de l'exp�erien
e

inje
tive.

Il nous semble qu'il y a l�a les �el�ements pour 
onje
turer une s�erieuse relation

entre la 
onnexit�e des r�eseaux et la propri�et�e d'uniformit�e de la s�emantique


oh�erente. Ce qui est (pour l'instant) moins 
lair, 
'est 
omment exprimer


ette relation par un �enon
�e pr�e
is.

Plus g�en�eralement, les r�esultats expos�es dans 
ette th�ese (et surtout les


hapitres 5 et 6-14) s'ins
rivent dans la re
her
he de liens entre syntaxe et

s�emantique. On voudrait que 
es deux appro
hes au 
al
ul \
onvergent" vers

une même repr�esentation des preuves. Il ne s'agit pas tellement (en tous 
as

au d�ebut) d'avoir des r�esultats \les plus g�en�eraux possibles", mais plutôt de


omprendre pour quels fragments de LL les r�esultats que l'on souhaiterait

avoir sont vrais.

On peut tenter d'exprimer te
hniquement les liens �etroits entre syntaxe et

s�emantique que nous 
her
hons, par le biais d'un 
ertain nombre de pro-

pri�et�es que nous voudrions voir satisfaites. Nous en distinguons trois :

a) surje
tivit�e de la s�emantique (full 
ompleteness)
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b) inje
tivit�e de la s�emantique


) 
on
uen
e de la syntaxe.

La propri�et�e a) est de loin la plus diÆ
ile �a obtenir. Elle a longtemps mis en

d�efaut les mod�eles existants (et notamment la s�emantique relationnelle et

la s�emantique 
oh�erente), et a motiv�e nombre de travaux dans le domaine.

Même pour le syst�eme LC de Girard, la s�emantique 
oh�erente multiensem-

bliste (ou plutôt sa variante en termes d'espa
es de 
orr�elation) n'est pas

surje
tive (
f. [Quatrini 95℄ pour le 
ontre-exemple).

La re
her
he d'une solution �a 
e probl�eme est �a la base de la \ludique" :

dans ses travaux r�e
ents que nous avons d�ej�a 
it�es, Girard modi�e la syntaxe

et la s�emantique de LL, dans le but d'obtenir la propri�et�e a), guid�e par les

id�ees qui sont expos�ees dans [Girard 98a℄.

Les r�esultats expos�es dans 
ette th�ese peuvent être lus 
omme une tentative

de donner quelques �el�ements de r�eponse aux questions b) et 
).



244 CHAPITRE 16. DISCUSSION : SYNTAXE ET S

�

EMANTIQUE



Bibliographie

[AndrPar 91℄ Andreoli J.-M., Pares
hi R., Linear obje
ts : logi
al pro
esses

with built-in inheritan
e. New Generation Computing, 9 (3-4) :

445-473, 1991

[BarBer 95℄ Barbanera F., Berardi S., A Symmetri
 Lambda Cal
ulus for

\
lassi
al" Program extra
tion. Information and Computation,

125(2) :103-117, 1996.

[Be
het 94℄ Be
het D., Se
ond Order Conne
tives and Proof Transforma-

tions in Linear Logi
. Presented at the 
olloquium \Preuves,

R�eseaux et Types" held in Marseille, Fran
e, O
tober 1994,

and to appear as a pr�epubli
ation Universit�e Paris 13, 1999

[Berry 78℄ Berry G., Stable models of typed �-
al
uli. Pro
eedings of

ICALP Springer LNCS 62 : 72-89, 1978

[Danos 90℄ Danos V., La logique lin�eaire appliqu�ee �a l�etude de divers

pro
essus de normalisation (prin
ipalement du lambda-
al
ul).

Th�ese de do
torat, Universit�e de Paris 7, 1990

[DJ 99℄ Danos V., Joinet J.-B., Elementary Re
ursive Fun
tions in Li-

near Logi
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Annexe A

Le th�eor�eme de

standardisation additive

La question qui nous o

upera dans 
ette annexe est 
elle de la normalisation

forte des r�eseaux de PN

2

. La m�ethode des 
andidats de r�edu
tibilit�e intro-

duite par Girard pour d�emontrer la normalisation forte du syst�eme F est

appliqu�ee �a la logique lin�eaire dans [Girard 87℄. Mais, 
omme nous l'avons

d�ej�a remarqu�e dans la d�emonstration du th�eor�eme 4.0.5, la syntaxe lin�eaire

rend indispensable la preuve d'un r�esultat suppl�ementaire, 
onnu sous le

nom de \th�eor�eme de standardisation". Dans [Danos 90℄, 
e r�esultat est

d�emontr�e pour le sous-syst�eme PN

�

2

de PN

2

, ne 
ontenant pas les 
onne
-

teurs additifs. Il s'agissait de prouver 
e même r�esultat pour les additifs.

Les 
onnaissan
es a
quises dans la premi�ere partie de la th�ese (et notamment

le th�eor�eme 3.2.2) nous permettent de prouver le th�eor�eme de standardisa-

tion additive pour PN

2

(th�eor�eme A.2.2).

Il faut dire, 
ependant, que 
e th�eor�eme ne permet pas de 
on
lure que

le syst�eme PN

2

est fortement normalisant (voir remarque A.5.2). Si les

r�esultats �a notre disposition semblent être suÆsants pour 
on
lure, nous

n'avons toujours pas �a 
e jour une preuve 
ompl�ete de 
e th�eor�eme. Il n'est

peut-être pas inutile de signaler qu'une telle d�emonstration n'existe nulle

part.

What we refer to as \the independen
e lemma" in the sequel, is theorem

3.2.2. We start by introdu
ing a 
onvention.

Convention : Suppose that T

�

� T

0

and that B is an additive box with

exponential depth 0 in T . If B

0

is a residue of B in T

0

with additive depth

p > 0, then there exist p additive boxes B

1

; : : : ; B

p

of T

0

di�erent from B

0

249
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and s.t. B

0

is a subproof-net of B

i

8i 2 f1; : : : ; pg. In the sequel we will

speak of the main subproof-nets of T

0

(that will also be denoted by �

1

,...,

�

p

) in the 
anoni
al representation of T

0

with respe
t to B

0

, meaning the


omponents of the additive boxes B

1

; :::; B

p

whi
h do not 
ontain B

0

.

The independen
e lemma states that all the residues of B di�erent from B

0

are

subproof-nets of a main subproof-net of T

0

in the 
anoni
al representation

of T

0

w.r.t. B

0

.

We �rst prove the following useful lemma

A.0.24. Lemma. Let T , T

0

be two proof-nets su
h that T

�

� T

0

, let B be

an additive box with exponential depth zero in T and B

0

a residue of B

in T

0

. Given a proof-net R appearing in �, we will refer to the 
anoni
al

representation of R with respe
t to the (unique) lift of B

0

in R.

Let T

1

and T

2

be two proof-nets in the following de
omposition of � : T

�

1

�

T

1

�

2

� T

2

�

3

� T

0

. If � is a main subproof-net of T

1

, then all its residues in T

2

are subproof-nets of main subproof-nets of T

2

.

proof : By indu
tion on �

2

.

If T

1

= T

2

, then the lemma holds.

Otherwise, T

1

�

0

2

� T

0

2

[x℄

! T

2

. If � has no residue in T

2

then the lemma va
uously

holds. Otherwise, let � be a main subproof-net of T

1

, �

00

a residue of � in

T

2

and �

0

its lift in T

0

2

.

By indu
tion hypothesis, �

0

is a subproof-net of a main subproof-net 
 of

T

0

2

.

If 
 has no residue in T

2

, then 


[x℄

! Æ (
 
annot disappear in a [&=�℄ e.r.s.,

be
ause in this 
ase �

0

would disappear too) where Æ is a main subproof-net

of T

2

, and �

00

is a subproof-net of Æ.

Otherwise, �

00

is a subproof-net of a residue of 
 in T

2

. We are now going to

show that for every possible [x℄, any residue of 
 in T

2

is a subproof-net of

a main subproof-net of T

2

.

Let B

0

2

(resp. B

2

) be the lift of B

0

in T

0

2

(resp. T

2

). Let B

0

be the additive

box of T

0

2

s.t. 
 is a 
omponent of B

0

. By de�nition of main subproof-net,

B

0

2

is a subproof-net of the 
omponent of B

0

di�erent from 
.

Observe that B

0

has one or two residues in T

2

(otherwise 
 or B

0

2

would have

no residue in T

2

). Let's now 
onsider these two possible 
ases.

If B

0

has one residue B in T

2

, then B

2

(the unique residue of B

0

2

in T

2

) and

the unique residue of 
 in T

2

will (still) be subproof-nets of the two di�erent
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omponents of B. To 
on
lude, remember that the 
omponent of B whi
h

does not 
ontain B

2

, i.e. the one 
ontaining 
, is a main subproof-net of T

2

.

If B

0

has two residues B

1

and B

2

in T

2

, then [x℄ = [

ad℄ and B

0

is a

subproof-net of the subproof-net of T

0

2

dupli
ated by [x℄. This means that

there are two residues of 
 : the 
omponent 


1

of B

1

and the 
omponent




2

of B

2

. Let B

00

be the box of T

0

2

s.t. [x℄ is B

00

-attra
tive, and let's 
all

B

3

the unique residue of B

00

in T

2

. B

2

is either a subproof-net of B

1

or a

subproof-net of B

2

. Suppose for example that B

2

is a subproof-net of B

1

:

then 


1

is the 
omponent of B

1

whi
h does not 
ontain B

2

(i.e. 


1

is a main

subproof-net of T

2

), and 


2

(is a subproof-net of B

2

whi
h) is a subproof-net

of the 
omponent of B

3

whi
h does not 
ontain B

2

(and this 
omponent of

B

3

is a main subproof-net of T

2

). �

A.1 Normalization without intera
tion

Let Q be a proof-net having the edge a labeled by A among its 
on
lusions,

let S be a proof-net having the edge a

?

labeled by A

?

among its 
on
lusions,

and let T be the proof-net obtained from Q and S by 
onne
ting the edges a

and a

?

with a 
ut link 
. In the whole se
tion, Q, S, T will denote proof-nets

of the previous form, and 
 will denote the 
ut link between Q and S.

Suppose that T

�

� T

0

and that for every [x℄ 2 �, [x℄ is not a [

ad℄ e.r.s. and

x is not a residue of 
. Then the reader will easily 
onvin
e herself/himself

that there exists a subproof-net Q

0

of T

0

and a subproof-net S

0

of T

0

, s.t.

Q � Q

0

, S � S

0

, and if we 
onne
t Q

0

and S

0

by means of a 
ut link with

premises the residue of a in Q

0

and the residue of a

?

in S

0

, then we obtain

T

0

. Intuitively, this means that until we don't redu
e a residue of 
, Q and

S will never intera
t.

The main point of this se
tion (proposition A.1.7) is to show that even

though the previous statement is wrong if we allow [

ad℄ e.r.s., its intuitive

meaning is still true. This result, as well as the �ve lemmas 
losing the

se
tion, will be 
ru
ial in se
tion A.4. The reader who \believes" that these

results hold 
an skip this se
tion.

A.1.1. Remark. Up to the renamig of bound variables, the label A (resp.

A

?

) of the 
on
lusion a (resp. a

?

) of Q (resp. S) does not 
ontain any

o

urren
e of a free variable X s.t. X is bound by a forall link somewhere

in T . This implies that if T

�

� T

0

, then the two premises of every residue of


 in T

0

are still labeled by A and A

?

.
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The following lemma says (in parti
ular) that under 
ertain 
ir
umstan
es

the 
onditions (1) and (2) of remark 2.1.3 are stable w.r.t. 
ut elimination.

A.1.2. Lemma. Let R, R

0

be two proof-nets su
h that R

[x℄

! R

0

. Let n be a

main link of R and � a dire
t path of R with starting link n.

(i) Suppose that � has the 
ut link 


1

as terminal link, and suppose that 


1

has a residue in R

0

. For every residue n

0

of n in R

0

, there exists a residue 


0

of 
 in R

0

, and a dire
t path �

0

having n

0

as starting link and 


0

as terminal

link.

(ii) Suppose that � has the 
on
lusion a of R as terminal edge. For every

residue n

0

of n in R

0

, there exists a dire
t path �

0

having n

0

as starting link

and the residue a

0

of a in R

0

as terminal edge.

proof : Let n

0

be a residue of n in R

0

(if there is no su
h link, then the

lemma va
uously holds). We pro
eed by inspe
tion of all the possible 
ases

for [x℄.

If x is a logi
al 
ut link : then n

0

is the unique residue of n in T

0

.

- in 
ase (i) : x 6= 


1

and 


1

has a unique residue 


0

in R

0

. The dire
t path

�

0

of R

0

is then the same as the path � of R, ex
ept when x is a &=� or a

!=?de 
ut link and n belongs to the box opened by [x℄ while 


1

doesn't : in

this 
ase �

0


rosses a 
oad or a pax link less than �.

- in 
ase (ii) : the dire
t path �

0

of R

0

is the same as the path � of R, ex
ept

when x is a &=� or a !=?de 
ut link and n belongs to the box opened by

[x℄ : in this 
ase �

0


rosses a 
oad or a pax link less than �.

If [x℄ is an axiom e.r.s. : then n

0

is the unique residue of n in T

0

.

- in 
ase (i) : x 6= 


1

and 


1

has a unique residue 


0

in R

0

. The dire
t path

�

0

of R

0

is then the same as the path � of R.

- in 
ase (ii) : the dire
t path �

0

of R

0

is the same as the path � of R.

If [x℄ is a 
ontra
tion or a [

ad℄ e.r.s. :

- in 
ase (i), we still have to distinguish four 
ases :

(i.1) 


1

is dupli
ated by [x℄ (whi
h means that [x℄ = [


1

℄ or that 


1

belongs

to the subproof-net of R dupli
ated by [x℄) and n is also dupli
ated by [x℄

(whi
h means that n belongs to the subproof-net of R dupli
ated by [x℄) :

then whatever of the two residues of n one 
hose for n

0

, the dire
t path

�

0

of R

0

is the same as the path � of R and 


0

is the appropriate residue

of 


1

in R

0

.

(i.2) 


1

is dupli
ated by [x℄ and n isn't : then [x℄ = [


1

℄. If [x℄ is a 
ontra
-

tion e.r.s., then 


0

is the appropriate residue of 


1

in R

0

and �

0


rosses

one 
ontra
tion link less than �. If [x℄ is a [

ad℄ e.r.s., then 


0

is the

appropriate residue of 


1

in R

0

and �

0


rosses one 
oad link less than �.
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(i.3) n is dupli
ated by [x℄ and 


1

isn't : then x 6= 


1

and 


1

has a unique

residue 


0

in R

0

. If [x℄ is a 
ontra
tion e.r.s., then �

0


rosses one 
ontra
tion

link more than �. If [x℄ is a [

ad℄ e.r.s., then �

0


rosses one 
oad link more

than �.

(i.4) Neither n nor 


1

is dupli
ated by [x℄ : then n and 


1

both have a unique

residue in R

0

and �

0

is the same as �.

- in 
ase (ii) we still have to distinguish two 
ases :

(ii.1) n is dupli
ated by [x℄ (whi
h means that n belongs to the subproof-net

of R dupli
ated by [x℄) : then �

0


rosses one 
ontra
tion (resp. one 
oad)

link more than � if [x℄ is a 
ontra
tion (resp. a [

ad℄) e.r.s..

(ii.2) n is not dupli
ated by [x℄ : then �

0

is the same as �.

If x is a weakening 
ut link : then n 
annot belong to the exponential box

erased by [x℄ (we are supposing that n has a residue n

0

in R

0

). Let m be

the weakening link of R whose 
on
lusion is one of the premises of x. If

n 6= m, then in both 
ases ((i) and (ii)) �

0

is the same as �. If m = n, then

we should be in 
ase (i) and we should have 


1

= x, but this is impossible

be
ause 


1

would have no residue in R

0

.

If x is a 

 
ut link : then n has a unique residue in R

0

and (in 
ase (i))




1

has also a unique residue 


0

in R

0

. Let B

!

1

be the exponential box of R

swallowed by the exponential box B

!

2

of R when performing [x℄. If n does

not belong to B

!

1

nor B

!

2

, then �

0

is the same as �. Otherwise :

- in 
ase (i) : if n belongs to B

!

1

and 


1

= x or if n and 


1

belong to B

!

1

, then

�

0

is the same as �. If n belongs to B

!

1

and 


1

6= x doesn't, then �

0


rosses

one pax link more than �. If n and 


1

belong to B

!

2

or if n belongs to B

!

2

and 


1

6= x doesn't, then �

0

is the same as �. If n belongs to B

!

2

and 


1

= x,

then �

0


rosses one pax link less than �.

- in 
ase (ii) : if n belongs to B

!

1

then �

0


rosses one pax link more than �,

and if n does not belong to B

!

1

then �

0

is the same as �. �

A.1.3. Lemma. Let R, R

0

be two proof-nets s.t. R

[x℄

! R

0

. Let n

1

; n

2

be two

main links of R s.t. n

1

6= n

2

, and let 


3

be a 
ut link of R s.t. if [x℄ 6= [

ad℄,

then x 6= 


3

. Let n

0

1

(resp. n

0

2

) be a residue of n

1

(resp. n

2

) in R

0

and let 


0

be a residue of 


3

in R

0

.

Suppose that there exists a 
ouple (�

1

;�

2

) of dire
t paths of R s.t. �

i

has

n

i

as starting link and 


3

as terminal link. Suppose also that there exists a


ouple (�

0

1

;�

0

2

) of dire
t paths of R

0

s.t. �

0

i

has n

0

i

as starting link and 


0

as

terminal link. If �

1

\ �

2

= f


3

g, then �

0

1

\ �

0

2

= f


0

g.

proof : Clearly 


0

2 �

0

1

\ �

0

2

. �

0

1

and �

0

2

are nothing but the dire
t paths

asso
iated with �

1

and �

2

given by (i) of the previous lemma. We know



254ANNEXE A. LE TH

�

EOR

�

EME DE STANDARDISATION ADDITIVE

that �

1

\�

2

= f


3

g and we have to show that the e.r.s. [x℄ does not 
hange

this situation. We just explain why the lemma holds : from the proof of (i)

of the previous lemma, one 
an see that for i 2 f1; 2g either �

0

i

= �

i

, or

�

0

i


rosses one 
ontra
tion, 
oad or pax link more or less than �

i

. It is then

easy to see that, in any 
ase, none of the links 
reated by [x℄ 
an be 
rossed

by both �

0

1

and �

0

2

(the hypothesis n

1

6= n

2

is of 
ourse 
ru
ial).

A detailed proof 
an be given by inspe
ting (again !) all the possible 
ases

for [x℄. �

Let T

�

� T

0

. Every main link (see lemma 2.1.4) of T

0

is a residue of a link of

Q or of a link of S. The following de�nition introdu
es a spe
ial terminology

for these links, and gives also a similar \status" to the links of T

0

whi
h are

not main links.

A.1.4. Definition. Suppose that T

�

� T

0

. Let n

0

be a link of T

0

, and let

m

0

be a main link of T

0

s.t. there exists a dire
t path with starting link m

0

and terminal link n

0

. The existen
e of m

0

is given by lemma 2.1.4 (if n

0

is a

main link, then m

0

= n

0

). Let m be the lift of m

0

in T .

We say that m

0

is amain Q-link (resp. amain S-link) i� m is a link of the

subproof-net Q (resp. S) of T . We say that n

0

is a Q-link (resp. an S-link)

i� m

0

is a main Q-link (resp. a main S-link). The 
on
lusion of an S-link

(resp. a Q-link) is 
alled an S-edge (resp. a Q-edge). An additive box B is


alled a Q-box (resp. an S-box) i� its front door is a main Q-link (resp. a

main S-link).

We say that n

0

is a QS-link (or an SQ-link) if n

0

is both an S-link and a

Q-link. We use the same terminology for edges.

A.1.5. Remark. Let T

0

be a redu
t of T .

(i) Any main link of T

0

is a main Q-link or a main S-link and 
annot be

both.

(ii) Let � and 	 be two dire
t paths of T

0

s.t. the starting link of � (resp.

	) is a Q-link (resp. an S-link). If m is a link of T

0

s.t. m 2 � \	, then m

is a QS-link.

(iii) The unique link of T whi
h is a QS-link is the 
ut link 
.

The following lemma is obviously wrong if we substitute to B

!

an additive

box (suppose for example that [
℄ is a [

ad℄ e.r.s. and that T

[
℄

! T

0

).
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A.1.6. Lemma. Let T

�

� T

0

and let B

!

be an exponential box of T

0

. If for

every [x℄ 2 � s.t. [x℄ 6= [

ad℄ x is not a QS-link, then one (and only one) of

the two following 
onditions holds :

(1) every link of B

!

is a Q-link whi
h is not an S-link

(2) every link of B

!

is an S-link whi
h is not a Q-link.

proof : By indu
tion on �. If T

0

= T the result is obvious. Otherwise

T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

. By indu
tion hypothesis, the result holds for the exponential

boxes of T

1

. Suppose now that B

!

does not satisfy (1) nor (2) of our lemma,

let n

0

be the of 
ourse door of B

!

and let n

1

be its lift in T

1

.

If n

0

is a main Q-link, then n

1

is a main Q-link. By indu
tion hypothesis

the exponential box B

!

1

of T

1

asso
iated with n

1


ontains then only Q-links

that are not S-links. The only possibility to have a di�erent situation for

B

!

in T

0

is that some S-links enter the box B

!

1

when performing [x℄. Then

[x℄ must be a [

℄ e.r.s. s.t. an exponential box B

!

2

of T

1

(
ontaining some

S-links) is swallowed by B

!

1

. But if B

!

2


ontains an S-link, then (by indu
tion

hypothesis) every link of B

!

2

is an S-link. On the other hand the pax doors of

B

!

1

are Q-links, so that x is a QS-link of T

1

, thus 
ontradi
ting the hypothesis

on �.

If n

0

is a main S-link the proof is obviously the same. �

We have seen that the unique link of T whi
h is a QS-link is the 
ut link


. Roughly speaking, the following proposition states that until one doesn't

redu
e any residue of 
, this is still the 
ase for any redu
t of T . We give a

detailed proof of this result.

A.1.7. Proposition. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄, x is not a residue of 
.

If the link n of T

0

is a QS-link, then it is a residue of 
 in T

0

. (In parti
ular,

there are no QS-edges in T

0

).

proof : By indu
tion on �. If T = T

0

, then the result is obvious. Otherwise

T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

. There is no link of T

0

whi
h is a main Q-link and a main

S-link, and this means that there exist a main Q-link n

0

1

of T

0

(resp. a main

S-link n

0

2

of T

0

) and a dire
t path 	

0

1

(resp. 	

0

2

) with starting link n

0

1

(resp.

n

0

2

) and terminal link n. n

0

1

6= n

0

2

. Let then n

1

(resp. n

2

) be the lift of n

0

1

(resp. n

0

2

) in T

1

: by indu
tion hypothesis n

1

is a main Q-link whi
h is not an

S-link, and n

2

is a main S-link whi
h is not a Q-link. In parti
ular n

1

6= n

2

.

Part I : We �rst show that (2) of remark 2.1.3 
annot hold for n.
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If (2) holds for n, then (2) holds for n

0

1

and n

0

2

. Let a

0

and �

0

be the 
on
lusion

and the dire
t path of T

0

asso
iated with n given by remark 2.1.3. Let a

1

be

the lift of a

0

in T

1

.

If (2) of remark 2.1.3 holds for n

1

and for n

2

, then from lemma A.1.2, we

dedu
e the existen
e of a dire
t path �

1

(resp. �

2

) with starting link n

1

(resp. n

2

) and terminal edge a

1

. Then a

1

is a QS-edge, thus 
ontradi
ting

the indu
tion hypothesis.

We 
an then suppose (for example) that (1) of remark 2.1.3 holds for n

1

. Let




1

and 	

1

be the 
ut link and the dire
t path of T

1

asso
iated with n

1

given

by remark 2.1.3. By lemma A.1.2 


1

has no residue in T

0

. Be
ause n

0

1

is a

residue of n

1

in T

0

, 


1


annot belong to a subproof-net of T

1

erased by [x℄.

Then (from remark 2.2.10) x = 


1

is a logi
al 
ut link (
ase (i)) or x = 


1

is

a weakening 
ut link (
ase (ii)), or [x℄ = [


1

℄ is an axiom e.r.s. (
ase (iii)).

In 
ase (i), 
learly (1) of remark 2.1.3 would still hold for n

0

1

, and this 
annot

be the 
ase.

Case (ii) is represented in �gure 14. n

1

is ne
essarily the weakening link

whose 
on
lusion is a premise of x. n

1

is a main Q-link and 


1

is then a

Q-link. Be
ause [


1

℄ 2 � and [


1

℄ 6= [

ad℄, 


1

is not a residue of 
 in T

1

, and

then (by indu
tion hypothesis) 


1

is not an S-link. Let B

!

1

be the exponential

box erased by [


1

℄. The indu
tion hypothesis applied to all the proof-nets

appearing in �

1

allows to dedu
e that for every [y℄ 2 �

1

s.t. [y℄ 6= [

ad℄, y

is not a QS-link : otherwise y would be a residue of 
 and we would have

[y℄ 2 �, thus 
ontradi
ting the hypothesis on the redu
tion sequen
e �. We


an then apply lemma A.1.6 to B

!

1

: the 
on
lusion of the main door of B

!

1

is a Q-edge whi
h is not an S-edge (be
ause 


1

is not an S-link) and then

every link of B

!

1

is a Q-link whi
h is not an S-link.

The S-link n

2


annot be a link of B

!

1

, and then (2) of remark 2.1.3 holds

for n

2

: if (1) would hold for n

2

, then the 
ut link 


2

of T

1

given by remark

2.1.3 would ne
essarily have a residue in T

0

and (from lemma A.1.2) (1)

would hold for n

0

2

. Lemma A.1.2 gives the existen
e of a dire
t path 	

2

(represented in �gure 14) of T

1

with starting link n

2

and terminal edge a

1

.

The fa
t that (2) of remark 2.1.3 holds for n

0

1

implies the existen
e of the

path 	 (represented in �gure 14) with starting link the pax door m

1

of B

!

1

and terminal edge a

1

. m

1

is a Q-link while n

2

is a (main) S-link, so that

�gure 14 
learly shows that a

1

is a QS-edge, whi
h 
ontradi
ts the indu
tion

hypothesis.
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n =?w1

2
C 1

pax n 2
  ! 

2
n’

  m1

In T’ :

B!

1

a1

In T :1

a’

n’=?w1  ?w

Figure 14.

Case (iii) is represented in �gure 15. Let m

1

be the axiom link erased by

[x℄ = [


1

℄. The existen
e of the dire
t paths 	

0

1

and �

0

of T

0

gives the

existen
e of a dire
t path 	

1

of T

1

with starting link m

1

and terminal edge

a

1

. By hypothesis on � 


1

is not a residue of 
, and then by indu
tion

hypothesis 


1

is not a QS-link of T

1

. Be
ause n

1

is a Q-link, 


1

is also a

Q-link, so that m

1

is a (main) Q-link whi
h is not an S-link. n

2

is a main

S-link whi
h is not a Q-link, and then no dire
t path with starting link m

1


an 
ross n

2

. On the other hand, be
ause (2) of remark 2.1.3 holds for n

0

2

, it

also holds for n

2

and (from lemma A.1.2) there exists a dire
t path 	

2

of T

1

with starting link n

2

and terminal edge a

1

. But in this 
ase a

1

is a QS-edge

of T

1

, thus 
ontradi
ting the indu
tion hypothesis.
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n
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In T :1
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 1

C 1

1

a’

n’1

Figure 15.

Part II : We now know that (1) of remark 2.1.3 holds for the link n of T

0

and we prove the proposition in this 
ase.

Let then 


0

and 	

0

be the 
ut link and the dire
t path asso
iated with n

given by remark 2.1.3. We have two possibilities :

(1.1) 


0

has no lift in T

1

: then x is a logi
al 
ut link and 


0

is 
reated by the

e.r.s. [x℄. Let a

0

1

and a

0

2

be the two premises of 


0

in T

0

, and let l and l

?

be the

dual logi
al links whose 
on
lusions are the premises of x in T

1

. Be
ause n is

a QS-link of T

0

, either a

0

i

is a QS-edge (for some i 2 f1; 2g) or n = 


0

and (for

example) a

0

1

is a Q-edge while a

0

2

is an S-edge. In the �rst 
ase one among l

and l

?

is a QS-link of T

1

, thus 
ontradi
ting the indu
tion hypothesis. In the

se
ond 
ase x is a QS-link, and then (by indu
tion hypothesis) x is a residue

of 
 in T

1

, thus 
ontradi
ting the hypothesis on the redu
tion sequen
e �.

This means that the 
ase (1.1) 
annot o

ur.

(1.2) 


0

has the lift 


3

in T

1

: let �

0

1

(resp. �

0

2

) be the dire
t path of T

0

with

starting link n

0

1

(resp. n

0

2

) and terminal link 


0

. For j = 1; 2, �

0

j

is obtained

by 
onne
ting 	

0

j

with 	

0

. Obviously, n 2 �

0

1

\ �

0

2

.

Let j 2 f1; 2g. (1) of remark 2.1.3 holds for n

j

in T

1

: if (2) holds for n

j

,

then (by lemma A.1.2) (2) holds for n

0

j

, whi
h 
ontradi
ts the fa
t that (1)

holds for n. Let's then denote by 


j

and �

j

the 
ut link and the dire
t path

of T

1

asso
iated with n

j

given by remark 2.1.3. Observe that if 


1

= 


2

, then
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j

is a QS-link and (by indu
tion hypothesis) 


j

is a residue of 
 in T

1

. This

implies that x 6= 


j

. This means that if x = 


j

then 


1

6= 


2

.

If 


j

has a residue in T

0

, then (by lemma A.1.2) 


0

is one of the residues of




j

(i.e. 


j

= 


3

).

If 


j

has no residue in T

0

, then 


j


annot belong to a subproof-net of T

1

erased

by [x℄ (otherwise n

j

would have no residue in T

0

). Then (from remark 2.2.10)

x = 


j

is a logi
al 
ut link (
ase (i)) or x = 


j

is a weakening 
ut link (
ase

(ii)), or [x℄ = [


j

℄ is an axiom e.r.s. (
ase (iii)).

Case (i) has to be ex
luded : if x = 


j

is a logi
al 
ut, then n

0

j

is the unique

residue of n

j

and 


0

is ne
essarily 
reated by [x℄. But we are supposing that




0

has a lift in T

1

, so that this is impossible.

If 
ase (ii) o

urs (for example) for 


1

, then n

1

is the weakening link whose


on
lusion is a premise of 


1

= x, and 


2

6= 


1

has a residue in T

0

. If 
ase

(iii) o

urs (for example) for 


1

, then 


1

6= 


2

.

This means that we are done, on
e we have proven the proposition in the

three following situations :

(�) 


1

and 


2

have both 


0

among their residues : then 


1

= 


2

= 


3

(�) [x℄ = [


1

℄ is an axiom e.r.s. : 


2

6= 


1

has a residue in T

0

, so that 


2

= 


3

(
) [x℄ = [


1

℄ is a [w℄ e.r.s., and n

1

is the weakening link whose 
on
lusion

is a premise of 


1

: then 


2

= 


3

.

In 
ase (�), 


3

2 �

1

\ �

2

and every link of �

1

\ �

2

is a QS-link, so that

by indu
tion hypothesis f


3

g = �

1

\ �

2

and 


3

is a residue of 
 in T

1

. If

[x℄ 6= [

ad℄, then (by hypothesis on �) 


3

6= x. This means that we 
an

apply lemma A.1.3 to T

1

and T

0

: f


0

g = �

0

1

\ �

0

2

. Then n = 


0

is a residue

of 
 in T

0

.

Case (�) is represented in �gure 16. Let m

1

be the axiom link erased by

[x℄ = [


1

℄. Be
ause in T

0




0

2 �

0

1

\ �

0

2

, there exists a dire
t path 	

1

of T

1

with starting link m

1

and terminal link 


3

. By hypothesis on �, 


1

is not

a residue of 
, and then by indu
tion hypothesis 


1

is not a QS-link of T

1

.

Be
ause n

1

is a Q-link, 


1

is also a Q-link, so that m

1

is a (main) Q-link

whi
h is not an S-link. 


3

2 	

1

\�

2

and every link of 	

1

\�

2

is a QS-link,

so that by indu
tion hypothesis f


3

g = 	

1

\ �

2

and 


3

is a residue of 
 in

T

1

. This 
learly implies that f


0

g = �

0

1

\�

0

2

, and then n = 


0

is a residue of


 in T

0

.
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Figure 16.

Case (
) is represented in �gure 17. We argue like in 
ase (ii) of part I. n

1

is

a main Q-link and 


1

is then a Q-link. Be
ause [


1

℄ 2 � and [


1

℄ 6= [

ad℄, 


1

is not a residue of 
 in T

1

, and then (by indu
tion hypothesis) 


1

is not an S-

link. Let B

!

1

be the exponential box erased by [


1

℄. By indu
tion hypothesis

we 
an apply lemma A.1.6 to B

!

1

: the 
on
lusion of the main door of B

!

1

is

a Q-edge (be
ause 


1

is not an S-link) and then every link of B

!

1

is a Q-link

whi
h is not an S-link.

The existen
e of �

0

1

in T

0

implies the existen
e of a dire
t path 	 in T

1

(represented in �gure 17) with starting link the pax door m

1

of B

!

1

and

terminal link 


2

. m

1

is a Q-link while n

2

is a main S-link, so that 


2

is a

QS-link and then by indu
tion hypothesis f


2

g = 	\�

2

and 


2

is a residue

of 
 in T

1

. Otherwise said the situation is the one in �gure 17, and this


learly shows that f


0

g = �

0

1

\ �

0

2

. Then n = 


0

is a residue of 
 in T

0

.
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2
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�

The previous proposition allows to formulate lemma A.1.6 in the following

way :

A.1.8. Corollary. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
. If B

!

is an exponential box of T

0

, then

one (and only one) of the two following 
onditions holds :

(1) every link of B

!

is a Q-link whi
h is not an S-link

(2) every link of B

!

is an S-link whi
h is not a Q-link.

A.1.9. Remark. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
. Every residue of 
 in T

0

has exponential

depth 0 in T

0

.

This is be
ause 
 has exponential depth 0 in T , and if T

�

1

� T

1

�

2

� T

0

is

a de
omposition of � and the residue 


1

of 
 in T

1

is a 

 
ut link, then

[


1

℄ =2 �

2

.
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A.1.10. Remark. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
. Then :

(i) If �

0

is a dire
t path of T

0


rossing a Q-link (resp. an S-link) and s.t.

the terminal link of �

0

is not a residue of 
 in T

0

, then every link of �

0

is a

Q-link (resp. an S-link) whi
h is not an S-link (resp. a Q-link). This is an

immediate 
onsequen
e of proposition A.1.7.

(ii) By remark A.1.9, the hypothesis of lemma 3.2.4 are satis�ed by the

residues of 
 when T

�

� T

0

, and for every [x℄ 2 � s.t. [x℄ 6= [

ad℄ x is not a

residue of 
.

We are now going to prove some lemmas whi
h will be used in se
tion A.4.

A.1.11. Lemma. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
. Let B

0

be an additive box of T

0

and let

i; j 2 f1; 2g, i 6= j.

If there is a residue 


0

i

of 
 in 


i

(B

0

), then there is a residue 


0

j

of 
 in 


j

(B

0

).

proof : By indu
tion on �. If T

0

= T , then the result is obvious.

Otherwise T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

. Let B

1

be the lift of B

0

in T

1

, and let 


i

be the lift

of 


0

i

in T

1

.

If 


i

is a link of B

1

, then it is a link of 


i

(B

1

), and by indu
tion hypothesis

there exists a residue 


j

of 
 in T

1

whi
h is a link of 


j

(B

1

). If 


j

has a residue

in T

0

, then one of these residues is the 
ut link we are looking for. If 


j

has

no residue in T

0

, then [x℄ 6= [

ad℄ so that (by hypothesis on �) 


j

6= x. From

remark 2.2.10, we dedu
e that 


j

must then belong to a subproof-net of T

1

erased by [x℄. From remark A.1.9 we dedu
e that x is a logi
al &=� 
ut link

out of the front door of the additive box B

2

of T

1

, and 


j

belongs to the


omponent 


k

(B

2

) of B

2

erased by [x℄. B

2

is ne
essarily a box 
ontained in

the 
omponent j of B

1

(B

2


annot 
ontain B

1

, otherwise 


i

would have no

residue in T

1

). By indu
tion hypothesis, there exists a residue 


h

of 
 in the


omponent of B

2

di�erent from 


k

(B

2

). The residue of 


h

in T

0

is the 
ut

link we are looking for.

If 


i

is not a link of B

1

, then [x℄ = [

ad℄ and, either [


i

℄ = [x℄ or 


i

is a 
ut

link 
ontained in the subproof-net of T

1

swallowed by B

1

when performing

[x℄. In both 
ases 


i

has two residues : the 
ut link we are looking for is the

residue of 


i

di�erent from 


0

i

. �

A.1.12. Lemma. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
.
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There exists at least a residue of 
 in T

0

.

proof : By indu
tion on �. If T

0

= T , then the result is obvious.

Otherwise T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

. By indu
tion hypothesis, let 


1

be a residue of 
 in

T

1

. If 


1

has a residue in T

0

, then the result is obvious. Otherwise [x℄ 6= [

ad℄,

then x 6= 


1

, so that (again by remark 2.2.10) 


1

belongs to a subproof-net

of T

1

erased by [x℄. From remark A.1.9 we dedu
e that x is a logi
al &=�


ut link out of the front door of the additive box B

1

of T

1

, and 


1

belongs

to the 
omponent of B

1

whi
h is erased by [x℄. But from lemma A.1.11, the


omponent of B

1

whi
h is not erased by [x℄ 
ontains a residue 


2

of 
 in T

1

.

The residue of 


2

in T

0

is a residue of 
 in T

0

. �

The notion of jump is 
ru
ial to prove the last three lemmas of this se
tion.

A.1.13. Lemma. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
.

Let j

T

0

be one of the fun
tions asso
iated with � and given by de�nition

2.2.8. If m

0

is a weakening link of (T

0

; j

T

0

) whi
h is a (main) Q-link (resp.

S-link) then its jumps are all (main) Q-links (resp. S-links).

proof : By indu
tion on �. If T

0

= T , then the result is obvious.

Otherwise T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

. Let m

0

be a weakening link of T

0

whi
h is a (main)

Q-link. Let m

1

be the lift of m

0

in T

1

: m

1

is a (main) Q-link and (by

indu
tion hypothesis) its jumps are all Q-links.

If [x℄ is not an axiom nor a weakening e.r.s., then by (ii) of remark 2.2.9

j

T

0

(m

0

) 
ontains only residues of links of j

T

1

(m

1

). By indu
tion hypothesis

the links of j

T

1

(m

1

) are (main) Q-links, and then the links of j

T

0

(m

0

) are all

(main) Q-links.

If [x℄ is a weakening e.r.s., let then n be the of 
ourse link whose 
on
lusion

is a premise of x, let B

!

be the exponential box asso
iated with n and let

z

1

be the weakening link whose 
on
lusion is a premise of x. By de�nition

2.2.8, if for every z 2 j

T

1

(m

1

) z is not a link of B

!

, then j

T

0

(m

0

) is the

set of the residues of the links of j

T

1

(m

1

), whi
h are all Q-links. Otherwise

by proposition A.1.7 and 
orollary A.1.8, B

!


ontains only Q-links that are

not S-links, and x, z

1

are Q-links that are not S-links. In this 
ase j

T

0

(m

0

)


ontains only residues of links of j

T

1

(m

1

) and of j

T

1

(z

1

), then only Q-links.

If [x℄ is an axiom e.r.s., let then n be the axiom link erased by [x℄. If n =2

j

T

1

(m

1

), then (by de�nition 2.2.8) j

T

0

(m

0

) is the set of the residues of the

links of j

T

1

(m

1

). As usual in this 
ase we 
on
lude by applying the indu
tion
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hypothesis. If n 2 j

T

1

(m

1

), then we have to prove that every link of j

T

0

(m

0

)

whi
h is not the residue of a link of j

T

1

(m

1

) is a main Q-link. De�nition

2.2.8 and lemma 2.1.5 show that the lift z

1

in T

1

of every su
h link z

0

of T

0

satis�es one of the two following 
onditions :

(�) there exists a dire
t path 	

1

of T

1

with starting link z

1

and terminal

link x

(�) there exists a weakening link u

1

of T

1

s.t. z

1

2 j

T

1

(u

1

) and there exists

a dire
t path 	

1

of T

1

with starting link u

1

and terminal link x.

Observe that n 2 j

T

1

(m

1

) is a Q-link (by indu
tion hypothesis), and then x

is a Q-link whi
h is not an S-link (by hypothesis on �). In 
ase (�) (resp.

(�)), by remark A.1.10 z

1

(resp. u

1

) is a mainQ-link. In 
ase (�), this implies

that z

0

is a Q-link and we are done. In 
ase (�), by indu
tion hypothesis we

dedu
e that z

1

is a main Q-link, and then z

0

is a Q-link. �

A.1.14. Lemma. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.

[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
.

Let j

T

0

be one of the fun
tions asso
iated with � and given by de�nition

2.2.8, and let (R

0

; j

R

0

) be a subproof-net of (T

0

; j

T

0

). If n

0

(resp. m

0

) is a

Q-link (resp. an S-link) of T

0

whi
h is a link of R

0

, then there is a residue

of 
 in R

0

.

proof : Let T

0

j

be the graph obtained from T

0

by drawing the edges 
onne
-

ting the weakening links of T

0

and their jumps. By lemma 1.3.14, there exists

an oriented path �

0

of T

0

j

with starting link n

0

, terminal linkm

0

and 
rossing

only links of R

0

. Let z

0

be the �rst link of �

0

whi
h is an S-link.

If z

0

= n

0

, n

0

is a QS-link and then (by proposition A.1.7) a residue of 
, so

that we are done.

If z

0

6= n

0

, let u

0

be the last link of �

0

whi
h is a Q-link and not an S-link.

Let's denote by

�!

u

0

z

0

the (oriented) edge of �

0


onne
ting u

0

and z

0

. z

0

is not

a jump of u

0

: if it were the 
ase, by lemma A.1.13 z

0

would be a Q-link,

then a QS-link and by proposition A.1.7 z

0

would then be a residue of 
 in

T

0

, thus 
ontradi
ting the fa
t that a jump is an axiom link. For the same

reasons, u

0

is not a jump of z

0

. This means that there exists an oriented edge

� of the proof-net T 
onne
ting u

0

and z

0

. u

0

is the sour
e and z

0

is the goal

of � : otherwise u

0

would be an S-link, thus 
ontradi
ting the fa
t that z

0

is

the �rst S-link 
rossed by �

0

. Then z

0

is also a Q-link, whi
h implies (still

by proposition A.1.7) that z

0

is a residue of 
 in T

0

. �

A.1.15. Lemma. Let T

�

� T

0

, and suppose that for every [x℄ 2 � s.t.
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[x℄ 6= [

ad℄ x is not a residue of 
.

If B

0

is an additive box of T

0


ontaining a Q-link and an S-link, then B

0


ontains a residue of 
 in T

0

.

proof : By indu
tion on �. If T

0

= T , then the result is obvious (no additive

box of T 
ontains a Q-link and an S-link). Otherwise T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

. Let B

1

be the lift of B

0

in T

1

.

If B

1


ontains an S-link and a Q-link, then by indu
tion hypothesis B

1


ontains a residue 


1

of 
 in T

1

. Suppose for example that 


1

is a link of




1

(B

1

). By lemma A.1.11 there exists a residue 


2

of 
 in T

1

whi
h is a link

of 


2

(B

1

). B

1

has at least a residue in T

0

(it is B

0

), so that at least one

among 


1

and 


2

has a residue in T

0

whi
h is a link of B

0

.

If B

1


ontains only (say) Q-links, then one has ne
essarily [x℄ = [

ad℄ and

the subproof-net R

1

dupli
ated by [x℄ 
ontains some S-links. We have then

two possibilities :

- R

1


ontains only S-links that are not Q-links : then x is a QS-link of T

1

,

that is (by proposition A.1.7) a residue of 
 in T

1

. In that 
ase any of the

two residues of x in T

0

will do

- R

1


ontains S-links and Q-links : then by lemma A.1.14 R

1


ontains a

residue 


1

of 
 in T

1

. Any of the two residues of 


1

in T

0

will then do. �

A.2 The standardization theorem

The following is theorem 4.26.9 p.74 of [Girard 87℄ :

A.2.1. Theorem. (Girard 87) All proof-nets of PN

2

are redu
ible.

If R is any proof-net with 
on
lusions E

1

; : : : ; E

k

and �

i

(i 2 f1; : : : ; kg) is a


andidat de r�edu
tibilit�e (see [Girard 87℄ for the de�nition) havingE

?

i

among

its 
on
lusions, then Girard shows, by indu
tion on the proof-net R, that

the proof-net T obtained by 
uting R with the �

i

is strongly normalizable.

The notion of proof-net and the de�nition of 
ut-elimination of [Girard 87℄

are not exa
tly the ones that we have given in 
hapter 1 and 2. However,

the method of the 
andidats de r�edu
tibilit�e is known to yield a very general

proof of strong normalization, and there is not the slightest problem to apply

it to the system PN

2

that we have previously de�ned.

In 
ase R is an additive box B with front door D&C and auxiliary doors

A

1

; :::; A

n

, let's 
allQ

i

(i 2 f1; :::; ng) the 
andidat de r�edu
tibilit�e having A

?

i
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among its 
on
lusions, and S the 
andidat de r�edu
tibilit�e having D

?

�C

?

among its 
on
lusions. Girard shows that for S it is enough to take a 
andidat

de r�edu
tibilit�e having among its last links a � link with 
on
lusion the edge

labeled by D

?

� C

?

(whi
h will be one of the two premises of the 
ut link

of T between B and S). In this paper we will assume that this � link is a

�

1

link (in 
ase it is a �

2

link the proof is of 
ourse the same).

Let R

1

(resp. R

2

) be the �rst (resp. the se
ond) 
omponent of B , and S

1

be

the subproof-net of S obtained by removing the (terminal) �

1

link. We 
all

C

1

(T ) the proof-net obtained by 
uting R

1

with the Q

i

(i 2 f1; :::; ng) and

with S

1

, and we 
all C

2

(T ) the proof-net obtained by 
uting R

2

with the Q

i

(i 2 f1; :::; ng).

In Girard's proof of strong normalization, by applying the indu
tion hypo-

thesis one obtains that C

1

(T ) and C

2

(T ) are strongly normalizable. What

is missing to 
on
lude is then the following

A.2.2. Theorem. (Additive standardization) If C

1

(T ) and C

2

(T ) are

strongly normalizable, then so is T .

From now on, T , C

1

(T ), C

2

(T ), S and B will denote proof-nets of the pre-

vious form. If T

�

� T

0

, we shall 
all spe
ial 
ut (resp. spe
ial link �) any

residue of the logi
al 
ut between B and S (resp. any residue of the link �

1

of S) in T

0

.

To prove the theorem, we de�ne a size of every redu
t of T , and show that

this size shrinks when performing any e.r.s..

A.2.3. Remark. For the same reasons evoked in remark A.1.1, when T

�

�

T

0

, the label of the front door of any residue of B in T

0

is D&C, the label

of the 
on
lusions of the spe
ial � links of T

0

is D

?

�C

?

, and the labels of

the premises of the spe
ial 
uts of T

0

are D&C and D

?

� C

?

.

The following useful lemma basi
ally holds be
ause all the residues of B , all

the spe
ial �

1

links and all the spe
ial 
uts, have exponential depth 0 in T

0

.

The proof of this lemma requires some te
hni
alities, and we suggest to the

reader who is not interested in the proof to go dire
tly to de�nition A.3.1.

A.2.4. Lemma. Suppose that T

�

� T

0

. Then :

1) Let & (resp. �

1

) be the front door of a residue of B (resp. a spe
ial �

1

link) in T

0

. There exists a path � with starting link & (resp. �

1

) and
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terminal link a spe
ial 
ut, s.t. every link of � di�erent from its starting

link and from its terminal link, is a 
oad link.

2) Let 
 be a spe
ial 
ut in T

0

, and let � be a path having 
 as starting link

and 
rossing at least one link di�erent from 
 and from a 
oad link (su
h

a path obviously exists for any spe
ial 
ut 
).

If n is the �rst link 
rossed by � su
h that n 6= 
 and n 6= 
oad, then n is

either a spe
ial �

1

link either the front door of a residue of B .

Let T

�

� T

0

. Observe that B and �

1

have exponential depth zero in T , so

that remark 3.2.1, the independen
e lemma and lemma A.0.24 apply. The

previous lemma shows that every spe
ial 
ut of T

0

has exponential depth

zero in T

0

, so that also lemma 3.2.4 applies.

A.2.5. Definition. Let � be a path in a proof-net, with starting link n

and terminal linkm. We will say that � is a lu
id path if every link l 
rossed

by � and s.t. l 6= m;n is a 
oad link. We will say that � is amaximal lu
id

path if � is lu
id and n;m 6= 
oad.

A.2.6. Remark. (i) If � is a lu
id path of a proof-net, then either � is

itself a dire
t path, or the path �

?

obtained from � by reverting all its edges

is a dire
t path.

(ii) If n is a 
ut link in a proof-net, then there always exists a maximal lu
id

path with starting link n.

Lemma A.2.4 is an immediate 
onsequen
e of the following lemma (just take

R = R

1

= T , R

0

= R

2

= T

0

, �

2

= �, l the front door of B , l

?

the unique

spe
ial �

1

link of T and 
 the unique spe
ial 
ut of T ).

A.2.7. Lemma. Let R be a proof-net s.t. R

�

1

� R

1

�

2

� R

2

�

3

� R

0

. Let l and

l

?

be two (dual) propositional logi
al links of R s.t. the two 
on
lusions of

l and l

?

are the two premises of the logi
al 
ut link 
, and suppose that l,

l

?

and 
 have exponential depth zero in R.

If :

(i.1) For every residue l

1

(resp. l

?

1

) of l (resp. of l

?

) in R

1

, there exists a

residue 


1

of 
 in R

1

and a lu
id path �

1

with starting link l

1

(resp. l

?

1

)

and terminal link 


1

(ii.1) Every maximal lu
id path with starting link a residue 


1

of 
 in R

1

,

has a residue of l or a residue of l

?

as terminal link

then :
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(i.2) For every residue l

2

(resp. l

?

2

) of l (resp. of l

?

) in R

2

, there exists a

residue 


2

of 
 in R

2

and a lu
id path �

2

with starting link l

2

(resp. l

?

2

)

and terminal link 


2

(ii.2) Every maximal lu
id path with starting link a residue 


2

of 
 in R

2

,

has a residue of l or a residue of l

?

as terminal link.

proof : By indu
tion on �

2

. If R

1

= R

2

, the result is obvious.

Otherwise R

1

�

0

2

� R

0

2

[x℄

! R

2

. In this proof we will 
onstantly use remark 3.2.1 :

every residue of l and every residue of 
 has exponential depth zero.

Let's �rst prove (i.2). Let l

2

be a residue of l in R

2

and let l

0

2

be its lift in

R

0

2

. By indu
tion hypothesis ((i.2) applied to l

0

2

), there exists a residue 


0

2

of 
 in R

0

2

and a lu
id path �

0

2

with starting link l

0

2

and terminal link 


0

2

.

By indu
tion hypothesis ((ii.2) applied to 


0

2

), if 


0

2

is not a logi
al 
ut link,

then [


0

2

℄ = [

ad℄. By remark 2.2.10, the only possibility for 


0

2

to have no

residue in R

2

would be to disappear in a [&=�℄ e.r.s.. But any 
omponent

of an additive box B of R

0

2


ontaining 


0

2

will ne
essarily 
ontain l

0

2

, and 


0

2

has a residue in R

2

. The lu
id path �

0

2

of R

0

2

is a dire
t path, so that we 
an

apply lemma A.1.2 : there exists a dire
t path �

2

of R

2

with starting link

l

2

and terminal link a residue of 


0

2

in R

2

. The proof of lemma A.1.2 shows

that if �

2

6= �

0

2

, then �

2


rosses one 
oad link more or less than �

0

2

: �

2

is

lu
id.

Let's prove now (ii.2). Let 


2

be a residue of 
 in R

2

and let �

2

be a maximal

lu
id path of R

2

with starting link 


2

. Let's 
all l

2

the terminal link of �

2

.

We have to show that l

2

is a residue of l or a residue of l

?

in R

2

.

Let m

2

be a main link of R

2

s.t. there exists a dire
t path 	

2

with starting

linkm

2

, terminal link 


2

, whi
h 
rosses l

2

and whi
h does not 
ross any main

link of R

2

di�erent from m

2

(we will show that, a
tually, m

2

= l

2

). Let m

0

2

and 


0

2

be, respe
tively, the lifts in R

0

2

of m

2

and 


2

. m

0

2

satis�es 
ondition

(1) of remark 2.1.3 : otherwise by lemma A.1.2 m

2

would satisfy 
ondition

(2) of remark 2.1.3, and we know that this is not the 
ase. Let then 	

0

2

and




0

3

be the path and the 
ut link of R

0

2

given by remark 2.1.3. We are going to

show that 


0

2

= 


0

3

. If 


0

2

6= 


0

3

, then by lemma A.1.2 


0

3

has no residue in R

2

.

This implies (by remark 2.2.10) that 


0

3

= x is a logi
al 
ut link (
ase (i)),

or 


0

3

= x is a weakening 
ut link (
ase (ii)), or 


0

3

= x and [x℄ is an axiom

e.r.s. (
ase (iii)).

In 
ase (i), 


2

is a 
ut link of R

2


reated by [x℄, with no lift in R

0

2

, and this

is impossible.

In 
ase (ii), m

0

2

is the weakening link whose 
on
lusion is a premise of 


0

3

and there exists a dire
t path �

0

2

with starting link an auxiliary door of the
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biggest exponential box erased by [x℄ and terminal link 


0

2

. By de�nition of

	

2

, �

0

2


rosses no main link, and this 
ontradi
ts the indu
tion hypothesis

(ii.2) applied to the 
ut link 


0

2

of R

0

2

.

In 
ase (iii), there exists a dire
t path �

0

2

with starting link the axiom link

t

0

2

of R

0

2

erased by [x℄ and terminal link 


0

2

. By de�nition of 	

2

, t

0

2

is the

unique main link of �

0

2

, and this 
ontradi
ts the indu
tion hypothesis (ii.2)

applied to the 
ut link 


0

2

of R

0

2

.

We now know that 


0

2

= 


0

3

. The indu
tion hypothesis (ii.2) applied to the


ut link 


0

2

of R

0

2

, gives the existen
e of a maximal lu
id path with starting

link a residue l

0

2

of l or of l

?

in R

0

2

and terminal link 


0

2

, whi
h is a subpath

of 	

0

2

. The proof of lemma A.1.2 shows that if 	

2

6= 	

0

2

, then 	

2


rosses

one 
oad link more or less than 	

0

2

. This fa
t, and the fa
t that 	

2


rosses

no main link di�erent from m

2

, implies that l

0

2

= m

0

2

and l

2

= m

2

. Then l

2

is a residue of l or of l

?

in R

2

. �

A.3 The �rst proje
tion of the redu
ts of T

The following is the de�nition of C

1

(T

0

), the analogue of C

1

(T ) for any

redu
t T

0

of T : every residue of B in T

0

is repla
ed by its �rst 
omponent

and we erase every spe
ial �

1

link.

A.3.1. Definition. (�rst proje
tion) Let T

0

be su
h that T

�

� T

0

.

For any residue B

T

0

of B in T

0

with �rst 
omponent 


1

(B

T

0

), and for any

subproof-net 
 of T

0

with a spe
ial link �

1

among its last links, we de�ne

C

1

(T

0

) := T

0

h




1

(B

T

0

)

.

B

T

0

; 
nf�

1

g

.




i

where 
nf�

1

g is obtained from 
 by eliminating the spe
ial link �

1

(then


nf�

1

g will have D

?

instead of D

?

� C

?

among its 
on
lusions).

As C

1

(T

0

) is not exa
tly de�ned by substitution (following de�nition 2.1.6),

we still have to de�ne the fun
tion j

C

1

(T

0

)

. If n is a weakening link of C

1

(T

0

),

we simply de�ne j

C

1

(T

0

)

(n) as the set of links of j

T

0

(n) whi
h are links of

C

1

(T

0

).

A.3.2. Remark. (i) C

1

(T

0

) is well-de�ned thanks to the independen
e

lemma (see ii) of remark 3.2.3) and to lemma A.2.4 : spe
ial 
uts are re-

pla
ed by 
uts with a
tive formula D. The fa
t that (T

0

; j

T

0

) is a proof-net

implies that (C

1

(T

0

); j

C

1

(T

0

)

) is a proof-net (
ondition (1) of de�nition 1.3.3

for (T

0

; j

T

0

) plays of 
ourse an essential role).
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(ii) For T

0

= T , C

1

(T ) is the proof-net previously de�ned.

(iii) If in T

0

there is no residue of B , then from lemma A.2.4 C

1

(T

0

) = T

0

(iv) Let x be a 
ut link in the redu
t T

0

of T . If x is not a logi
al spe
ial


ut, and if x does not appear in the se
ond 
omponent of any residue of B

in T

0

, then we have \the same" 
ut link x in C

1

(T

0

).

The following proposition states that C

1

\proje
ts" a sequen
e of redu
tions

onto a sequen
e of redu
tions/equalities.

A.3.3. Proposition. Let T

1

and T

2

be two proof-nets su
h that T

�

1

� T

1

[x℄

!

T

2

.

One has C

1

(T

1

) = C

1

(T

2

) when :

- [x℄ = [

ad℄ attra
tive for a residue of B in T

1

- x is a logi
al spe
ial 
ut

- x is a 
ut link in the se
ond 
omponent of a residue of B in T

1

.

Otherwise C

1

(T

1

)

[x℄

! C

1

(T

2

).

In parti
ular, if T

0

is a proof-net su
h that T � T

0

and if C

1

(T ) is strongly

normalizable, then C

1

(T

0

) is also strongly normalizable.

proof : If [x℄ = [

ad℄ attra
tive for a residue of B in T

1

, x is a logi
al

spe
ial 
ut, or x is a 
ut link in the se
ond 
omponent of a residue of B in

T

1

, then we say that we are in situation (a). Otherwise we say that we are

in situation (b).

If there is no residue of B in T

1

, then there is no residue of B in T

2

; we have

that C

1

(T

1

) = T

1

and C

1

(T

2

) = T

2

, and from lemma A.2.4 there is no spe
ial


ut in T

1

: we are in situation (b) and we have that C

1

(T

1

)

[x℄

! C

1

(T

2

).

If x is a logi
al spe
ial 
ut, then from the de�nition of C

1

, one 
learly dedu
e

C

1

(T

1

) = C

1

(T

2

).

If x is a 
ut link in the �rst (resp. the se
ond) 
omponent of a residue of B in

T

1

, then we are in situation (b) (resp. in situation (a)) and C

1

(T

1

)

[x℄

! C

1

(T

2

)

(resp. C

1

(T

1

) = C

1

(T

2

)).

If [x℄ = [

ad℄ attra
tive for a residue of B in T

1

, then the only e�e
t of [x℄

is to in
rease the number of links (and maybe of jumps) 
ontained in the

residue (without dupli
ating any residue of B , be
ause of the independen
e

lemma), but the de�nition of C

1

doesn't 
are : we are in situation (a) and

C

1

(T

1

) = C

1

(T

2

).

Otherwise, on the one hand from remark A.3.2 x appears in C

1

(T

1

), and

on the other hand the hypothesis of the substitution lemma (lemma 3.1.1)

are satis�ed : x is neither logi
al spe
ial neither 
ontained in a residue of
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B in T

1

and, if [x℄ = [

ad℄, then [x℄ is not attra
tive for any residue of B

in T

1

, and it is impossible for [x℄ to dupli
ate a subproof-net of a residue

B

1

of B in T

1

without dupli
ating the whole B

1

. Then, if B

1

1

; : : : ; B

n

1

are all

the residues of B in T

1

and �

1

; : : : ; �

n

are any proof-nets s.t. B

i

1

and �

i

have the same 
on
lusions, we have, up to substitutions if [x℄ = [8=9℄ (and

again thanks to the independen
e lemma), that T

1

[�

1

=B

1

1

; : : : ; �

n

=B

n

1

℄

[x℄

�!

T

2

[�

1

=B

1

0

1

; : : : ; �

n

=B

n

0

1

℄ where B

i

0

1

is any residue of B

i

1

in T

2

(there are at most

two for ea
h i). In parti
ular, thanks to lemma A.2.4, we 
an substitute

to any residue of B in T

1

its �rst 
omponent, provided we substitute any

spe
ial 
ut by a 
ut with a
tive formula D : we are in situation b) and

C

1

(T

1

)

[x℄

! C

1

(T

2

). �

Dis
ussion : The �rst idea would now be to de�ne in a similar way C

2

(T

0

)

(taking the se
ond 
omponent of the residues of B and erasing the �rst)

for any redu
t T

0

of T , and then to prove the analogue of the previous

proposition for C

2

. But here is where the dissymmetry between the role

played by the �rst and the se
ond 
omponent of B appears (in theorem

A.2.2 we de
ided to 
hoose a spe
ial link �

1

and not �

2

) : when we redu
e

a logi
al spe
ial 
ut, it is always the se
ond 
omponent of the residue of B

whi
h disappears.

A
tually, 
onsider for example the following redu
tion T

[

ad℄

! T

1

[&=�

1

℄

! T

2

,

where :

- T

1

is obtained from T applying an e.r.s. [

ad℄ attra
tive for a box B


ontained in one of the Q

i

, in su
h a way that the subproof-net swallowed

by the box B 
ontains B and the logi
al spe
ial 
ut,

- T

2

is obtained from T

1

by redu
ing pre
isely one of the two logi
al spe
ial


uts (that are residues in T

1

of T 's logi
al 
ut between B and S).

In T

1

, we have two residues of B as subproof-nets of, respe
tively, the �rst

and the se
ond 
omponent of the residue B

1

of B in T

1

; but in T

2

, we

have only one residue of B , that is a subproof-net of (only) one of the two


omponents of the residue B

2

of B in T

2

.

In T

1

, when we take the se
ond 
omponent of the two residues of B , we

obtain two proof-nets with C among their 
on
lusions, and we 
an 
onne
t

the two edges by a link 
oad (whi
h will be added to the box B

1

) to de�ne

C

2

(T

1

). But in T

2

, we have only one residue of B , so that when we take the

se
ond 
omponent of this residue of B , we obtain a proof-net with C among

its 
on
lusions, and there is no way to obtain a proof-net with C among its


on
lusions from the 
omponent of B

2

whi
h does not 
ontain any residue

of B . This is be
ause (in the 
anoni
al representation of T

1

with respe
t to
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the residue of B that has a residue in T

2

) we have redu
ed a 
ut in a main

subproof-net of T

1

.

The reader is invited to draw a small pi
ture whi
h should 
larify the whole

thing.

Then, if T

�

� T

0

, we will sele
t a residue B

0

of B in T

0

, and will distinguish

the 
ase in whi
h (taking for any proof-net appearing in � its 
anoni
al

representation with respe
t to the lift of B

0

in this proof-net) � doesn't


ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a main subproof-net so that it will

be possible to de�ne C

B

0

2

(T

0

), from the one in whi
h � 
ontains an e.r.s.

redu
ing a 
ut inside a main subproof-net, that will be handled in a di�erent

way (see proposition A.5.1).

A.4 The se
ond proje
tion of the redu
ts of T

Let's 
all Q the subproof-net of T obtained from T by erasing S and the

(unique) spe
ial 
ut link of T . We are now in the situation des
ribed in

se
tion A.1, where the 
ut 
 of se
tion A.1 is here the spe
ial 
ut of T

between Q and S. We 
an then use the terminology (and the results) of

se
tion A.1.

Let T

�

� T

0

, let B

0

be a residue of B in T

0

, and let's 
onsider for any proof-

net appearing in the redu
tion sequen
e �, its 
anoni
al representation with

respe
t to the lift of B

0

in this proof-net. The aim of the present se
tion

is to show that if � does not 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a

main subproof-net, then one 
an de�ne C

B

0

2

(T

0

) by erasing (roughly spea-

king) all the S-links of T

0

(see de�nition A.4.7), and one 
an prove that

C

2

(T ) � C

B

0

2

(T

0

) (see proposition A.4.9). This is possible, mainly thanks to

proposition A.1.7 and lemmas A.1.13 and A.1.15.

The following remark is an immediate 
onsequen
e of lemma A.2.4.

A.4.1. Remark. Let T

�

� T

0

. If 


0

is a spe
ial 
ut of T

0

, then 


0

is a QS-link.

The following lemma allows to apply, in the sequel of this se
tion, all the

results of se
tion A.1.

A.4.2. Lemma. Let T

�

� T

0

, let B

0

be a residue of B in T

0

, and let's 
onsi-

der for any proof-net appearing in the redu
tion sequen
e �, its 
anoni
al
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representation with respe
t to the lift of B

0

in this proof-net. Suppose that

� does not 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a main subproof-net.

If T

�

1

� T

1

[x℄

! T

2

�

2

� T

0

is a de
omposition of � and [x℄ 6= [

ad℄, then x is not

a spe
ial 
ut link.

proof : Let B

1

be the lift of B

0

in T

1

. By lemma A.2.4, if x is a spe
ial 
ut

link of T

1

and [x℄ 6= [

ad℄ then x is a &=� 
ut link out of the front door

of a residue of B in T

1

. But this is impossible : on the one hand x 
annot

be a 
ut link of a main subproof-net of T

1

(by hypothesis on �), and on the

other hand x 
annot be a 
ut link out of the front door of B

1

(whi
h has a

residue in T

2

). �

Let T

�

� T

0

, let B

0

be a residue of B in T

0

, and let's 
onsider for any proof-

net appearing in the redu
tion sequen
e �, its 
anoni
al representation with

respe
t to the lift of B

0

in this proof-net. We are going to prove that in the

absen
e of a redu
tion inside a main subproof-net, every additive box B of

T

0

whi
h is 
ontained in a main subproof-net and whi
h 
ontains a spe
ial


ut, \is not new" : as a subproof-net of T

0

, B is the residue of an additive box


ontaining the lift of B

0

. This result is an essential ingredient of de�nition

A.4.7 : if B is an additive box of T

0


ontaining a spe
ial 
ut, we will have to

de�ne C

B

0

2

(B) only when B 
ontains B

0

.

In the following lemma, we will speak of \the lift and the residues of the

subproof-net � = B (or simply � = B)" where B is an additive box, to

indi
ate the fa
t that we think of B as a subproof-net rather than as a box :

we then refer to the (stronger) notion of lift and residue of a subproof-net

(de�nition 2.3.7) and not to the (weaker) notion of lift and residue of an

additive box (de�nition 2.2.6).

A.4.3. Lemma. Let T

�

� T

0

, let B

0

be a residue of B in T

0

, and let's 
onsi-

der for any proof-net appearing in the redu
tion sequen
e �, its 
anoni
al

representation with respe
t to the lift of B

0

in this proof-net. Suppose that

� does not 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a main subproof-net.

Let B be an additive box of the main subproof-net �

0

of T

0

, suppose that

B 
ontains all the spe
ial 
ut links of T

0

whi
h are links of �

0

, and that

there exists at least one su
h link. Then, there exists a proof-net R and a

de
omposition of � s.t. :

- T

�

0

� R

�

00

� T

0

, where �

00

is not empty

- there exists a lift �

R

= B

R

in R of the subproof-net � = B of T

0

, s.t.

�

R

= B

R

is an additive box 
ontaining the lift of B

0

in R.
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proof : By indu
tion on �. If T

0

= T , then there is nothing to prove.

Otherwise T

�

1

� T

1

[x℄

! T

0

.

By hypothesis B 
ontains a spe
ial 
ut link, so that by lemma A.2.4 B


ontains a residue of B in T

0

and B is not itself a residue of B in T

0

. Let B

1

be the lift of B in T

1

and B

1

be the lift of B

0

in T

1

.

We �rst show that B

1


ontains a residue of B in T

1

. If no residue of B in T

1

is


ontained in B

1

, then [x℄ is a [

ad℄ e.r.s. B

1

-attra
tive, and the subproof-net

S

1

of T

1

dupli
ated by [x℄ 
ontains a residue of B in T

1

. By hypothesis on �,

x is not a 
ut link of one of the main subproof-nets of T

1

, and then S

1

is not

a subproof-net of one of the main subproof-nets of T

1

. The only possibility

is then that S

1


ontains the lift B

1

of B

0

in T

1

. But in this 
ase B 
ontains

B

0

, thus 
ontradi
ting the hypothesis of the lemma.

We now distinguish the two possible 
ases : B

1


ontains or does not 
ontain

B

1

. First suppose that B

1


ontains B

1

. Be
ause a residue of B

1

is 
ontained in

a main subproof-net of T

0

, [x℄ = [

ad℄ and the subproof-net of T

1

dupli
ated

by [x℄ 
ontains B

1

. Let �

1

be the subproof-net B

1

of T

1

. �

1

has two residues

in T

0

and � = B is one of them. Then R = T

1

is the proof-net that we are

looking for, where �

1

= �

R

= B

R

= B

1

.

Suppose now that B

1

does not 
ontain B

1

. Then B

1

is a box of a main

subproof-net �

1

of T

1

. By hypothesis on �, x is not a link of �

1

and �

1


annot be erased by [x℄ : �

1

has one or two residue(s) in T

0

. Let �

0

1

be the

residue of �

1


ontaining the subproof-net � = B of T

0

. � = B has then

the subproof-net �

1

= B

1

as lift in T

1

. We want to apply the indu
tion

hypothesis to the subproof-net �

1

= B

1

of T

1

. By lemma A.0.24 �

0

1

is a

subproof-net of the main subproof-net �

0

of T

0

. Then every spe
ial 
ut link




1

of T

1

whi
h is a link of �

1

has itself a residue 


0

in T

0

. Be
ause (by

hypothesis on B and �

0

) 


0

is 
ontained in B, 


1

has to be 
ontained in B

1

.

And the lift in T

1

of any spe
ial 
ut of T

0


ontained in B is a link of B

1

. By

indu
tion hypothesis, there exists a proof-net R and a de
omposition of �

1

s.t. :

- T

�

0

1

� R

�

00

1

� T

1

, where �

00

1

is not empty

- there exists a lift �

R

= B

R

in R of the subproof-net �

1

= B

1

of T

1

, s.t.

�

R

= B

R

is an additive box 
ontaining the lift of B

1

in R. Clearly the same

proof-net R and the de
omposition T

�

0

1

� R

�

00

1

� T

1

[x℄

! T

0

of � will do for the

subproof-net � = B of T

0

. �

The following lemma allows to de�ne C

2

(B) when the additive box B of a

redu
t of T does not 
ontain any S-link (see (ii) of remark A.4.6).
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A.4.4. Lemma. Let T

�

� T

0

and let B be an additive box of T

0


ontaining

a residue of B in T

0

. Suppose that B does not 
ontain any spe
ial 
ut link

and that B is di�erent from a residue of B in T

0

.

There exists a unique auxiliary door n of B s.t. the following 
ondition is

satis�ed :

(?) for every residue B

0

of B 
ontained in B, there exists a lu
id path �

0

of

T

0

with starting link the front door of B

0

and terminal link n.

proof : Let p

B

0

be the (additive) depth in 


i

(B) (i 2 f1; 2g) of the residue

B

0

of B in T

0

. Let p = maxfp

B

0

: B

0

residue of B in T

0


ontained in Bg. We

pro
eed by indu
tion on p.

If p = 0, then let B

1

be a residue of B 
ontained in B. B

1

has (additive)

depth zero in (say) 


1

(B). By lemma A.2.4 the 
on
lusion of the front door

of B

1

is the premise of a 
oad link n of B. And still by the same lemma,

there exists a lu
id path �

2

of T

0

, having as starting link the front door of

a residue B

2

of B in T

0

whi
h is 
ontained in 


2

(B), and as terminal link n.

Be
ause p = 0, the 
on
lusion of the front door of B

2

is a
tually the premise

of n. The independen
e lemma implies that there is no residue of B in T

0


ontained in B and di�erent from B

1

and B

2

.

If p > 0, there exists a residue B

1

of B in T

0

with additive depth greater than

zero in (say) 


1

(B). Let B

1

be the biggest additive box of 


1

(B) 
ontaining

B

1

. p > 0 implies that B

1

is di�erent from B

1

. The independen
e lemma

implies that all the residues of B in T

0


ontained 


1

(B) are 
ontained in

B

1

. By indu
tion hypothesis there exists a unique auxiliary door n

1

of B

1

satifying 
ondition (?). By lemma A.2.4 and be
ause there is no spe
ial 
ut

in B, the 
on
lusion of n

1

is a premise of a 
oad link n of B. Still by lemma

A.2.4 there exists a lu
id path �

2

having as starting link the front door of a

residue B

2

of B in T

0

whi
h is 
ontained in 


2

(B), and as terminal link n. If

B

2

has (additive) depth zero in 


2

(B), then the 
on
lusion of its front door

is a premise of n and (by the independen
e lemma) B

2

is the unique residue

of B in T

0

whi
h is 
ontained in 


2

(B) : in this 
ase we are done. If B

2

has

(additive) depth greater than zero in 


2

(B), then we 
all B

2

the additive

box of 


2

(B) with the same properties as B

1

in 


1

(B). Let n

2

be the 
oad

link of B

2

satisfying 
ondition (?) whose 
on
lusion is a premise of a 
oad

link n

0

of B. Lemma A.2.4 implies that n = n

0

. �

A.4.5. Definition. Let T

�

� T

0

, and let B be an additive box of T

0


ontai-

ning a residue of B in T

0

, and s.t. B does not 
ontain any S-link. We de�ne

C

2

(B) = B[


2

(B

0

)=B

0

℄, where B

0

is any residue of B in T

0

whi
h is 
ontained

in B. Like in the 
ase of C

1

(de�nition A.3.1), for every weakening link n
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of C

2

(B), we de�ne j

C

2

(B)

(n) as the set of links of j

B

(n) whi
h are links of

C

2

(B).

In parti
ular, for every residue B

0

of B in T

0

, C

2

(B

0

) = 


2

(B

0

).

A.4.6. Remark. Let T

�

� T

0

.

(i) The independen
e lemma and lemma A.2.4 imply that no spe
ial 
ut 
an

be 
ontained in a residue of B in T

0

. Lemma A.1.15 allows then to 
laim

that there is no S-link in any residue of B in T

0

(we use this property in the

previous de�nition).

(ii) Let B be an additive box of T

0


ontaining a residue of B in T

0

, and s.t.

B does not 
ontain any S-link. C

2

(B) is obviously a proof-net when B is

itself a residue of B in T

0

. Otherwise, this is still the 
ase be
ause (by remark

A.4.1) B does not 
ontain any spe
ial 
ut link, so that we 
an apply lemma

A.4.4 (and the independen
e lemma) : we substitute the 
oad link n with

premises and 
on
lusion labeled by D&C, by a 
oad link with premises and


on
lusion labeled by C. (Of 
ourse, like for C

1

, we should mention the fa
t

that (C

2

(B); j

C

2

(B)

) is a proof-net be
ause (B; j

B

) is a proof-net).

The 
on
lusions of C

2

(B) are then exa
tly the 
on
lusions of B, ex
ept the

edge labeled by D&C whi
h is repla
ed by an edge labeled by C.

A.4.7. Definition. (se
ond proje
tion) Let T

�

� T

0

, let B

0

be a residue

of B in T

0

, and let's 
onsider for any proof-net appearing in the redu
tion

sequen
e �, its 
anoni
al representation with respe
t to the lift of B

0

in this

proof-net. Suppose that � does not 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a

main subproof-net. We are going to de�ne C

B

0

2

(T

0

). We pro
eed by indu
tion

on �.

If T

0

= T , then we de�ne C

B

0

2

(T

0

) = C

2

(T ). Otherwise we have to distinguish

among di�erent 
ases.

Case 1 : If there is no additive box of T

0


ontaining B

0

and some S-links,

then by lemma A.4.4, proposition A.1.7, and lemma A.2.4, T

0

is the proof-

net of �gure 18, where B is the biggest box of T

0


ontaining B

0

(in 
ase

B 6= B

0

), and q (resp. s) is a subgraph of T

0


ontaining only Q-links (resp.

S-links) that are not S-links (resp. Q-links). In 
ase B = B

0

just repla
e

the box B by the box B

0

, the 
oad link with 
on
lusion D&C by a with link

with the same 
on
lusion, and erase the residue of B 
ontained in B. Lemma

A.1.13 guarantees that every jump of a weakening link of q is a Q-link, and

belongs then to q or to B. The graph R obtained from T

0

by erasing s and 


0

is then a proof-net, and we 
an de�ne C

B

0

2

(T

0

) = R[C

2

(B)=B℄. C

B

0

2

(T

0

) is a
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proof-net whose 
on
lusions are the Q-edges 
on
lusions of T

0

and an edge

labeled by C.


ase 2 : If there exists an additive box of T

0


ontaining B

0

and some S-links,

then let B be one of these boxes, and suppose that B

0

is a subproof-net of




i

(B). By lemma A.1.15 and lemma A.1.11, we know that there is a spe
ial


ut in ea
h of the two 
omponents of B. We de�ne C

B

0

2

(B) and C

B

0

2

(


i

(B))

by indu
tion on (� and on) the maximal (additive) depth d of the spe
ial


uts in 


i

(B), and we show that the following 
ondition holds :

(�) the 
on
lusions of C

B

0

2

(


i

(B)) (resp. of C

B

0

2

(B)) are the 
on
lusions of




i

(B) (resp. of B) that are Q-edges and an edge labeled by C.

We �rst de�neC

B

0

2

(


i

(B)) in 
ase d = 0 (step 2.1). Then we de�neC

B

0

2

(


i

(B))

in 
ase d > 0 assuming that we have de�ned C

B

0

2

(


i

(B)) and C

B

0

2

(B) when

the maximal additive depth d

0

of the spe
ial 
uts 
ontained in 


i

(B) satis�es

d

0

< d (step 2.2). Finally, we de�ne C

B

0

2

(B) in 
ase d = 0 and in 
ase d > 0

(the de�nition is the same in both 
ases), assuming that we have de�ned

C

B

0

2

(


i

(B)) (step 2.3).

step 2.1 : If d = 0, then by lemma 3.2.4 there is a unique spe
ial 
ut 


i

in




i

(B) and we 
an argue for 


i

(B) exa
tly like we did before for T

0

. 


i

(B)

is the proof-net of �gure 9, where B

i

is the biggest box of T

0

whi
h does

not 
ontain any S-link and 
ontaining B

0

, and q

i

(resp. s

i

) is a subgraph

of T

0


ontaining only Q-links (resp. S-links) that are not S-links (resp.

Q-links). Let's 
all R

i

the subproof-net of T

0

obtained by erasing s

i

and




i

. We de�ne C

B

0

2

(


i

(B)) = R

i

[C

2

(B

i

)=B

i

℄. C

B

0

2

(


i

(B)) satis�es (�).

step 2.2 : If d > 0, then let B

i

be the biggest box of 


i

(B) 
ontaining B

0

.

By lemma 3.2.4 and lemma A.2.4, B

i


ontains also all the spe
ial 
ut

links of 


i

(B). By proposition A.1.7, 


i

(B) is the proof-net of �gure 10,

where the 
on
lusion of the front door of B

i

is an edge of q

i

(resp. of s

i

)

when B

i

is a Q-box (resp. an S-box), and q

i

(resp. s

i

) is a subgraph of T

0


ontaining only Q-links (resp. S-links) that are not S-links (resp. Q-links).

Let � be the 
omponent of B

i


ontaining B

0

. B

i

is an additive box of T

0


ontaining B

0

and some S-links (be
ause B

i


ontains some spe
ial 
uts)

and s.t. the maximal depth d

0

of the spe
ial 
uts in � satis�es d

0

< d. We


an then apply the indu
tion hypothesis (on the depth) to B

i

: C

B

0

2

(B

i

)

is a proof-net satisfying (�). Lemma A.1.13 guarantees that every jump

of a weakening link of q

i

is a Q-link, and belongs then to q

i

or to B. The

graph R

i

obtained from 


i

(B) by erasing s

i

is then a proof-net, and we


an de�ne C

B

0

2

(


i

(B)) = R

i

[C

B

0

2

(B

i

)=B

i

℄, whi
h satis�es (�).

step 2.3 : We now de�ne C

B

0

2

(B).


ase 2.3.1 : If B is an S-box, we de�ne C

B

0

2

(B) = C

B

0

2

(


i

(B)), whi
h

satis�es (�).
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ase 2.3.2 : If B is a Q-box, let 


j

(B) be the 
omponent of B whi
h does

not 
ontain B

0

(and whi
h is then a main subproof-net of T

0

). We have to

de�ne also C

B

0

2

(


j

(B)). We know (by lemma A.1.11) that there exists a

spe
ial 
ut 


j

in 


j

(B). By lemma 3.2.4, either 


j

has additive depth 0 in




j

(B) and it is the unique spe
ial 
ut of 


j

(B) (
ase 2.3.2.1 :), or there

exists an additive box B

j

of 


j

(B) 
ontaining all the spe
ial 
uts of T

0

that are links of 


j

(B) (
ase 2.3.2.2 :).


ase 2.3.2.1 : In this 
ase, 


j

(B) is the proof-net in �gure 18, where

B

j

does not 
ontain any S-link (by lemma A.1.15), and q

j

(resp. s

j

)

is a subgraph of T

0


ontaining only Q-links (resp. S-links) that are not

S-links (resp. Q-links). For the usual reasons, the graph R

j

obtained

from 


j

(B) by erasing s

j

is a proof-net, and we 
an de�ne C

B

0

2

(


j

(B)) =

R

j

[C

2

(B

j

)=B

j

℄, whi
h satis�es (�).


ase 2.3.2.2 : In this 
ase, 


j

(B) is the proof-net in �gure 19, where B

j

is the biggest additive box of 


j

(B) 
ontaining all the spe
ial 
uts of T

0

that are links of 


j

(B). The 
on
lusion of the front door of B

j

is an edge

of q

j

(resp. of s

j

) when B

j

is a Q-box (resp. an S-box), and q

j

(resp.

s

j

) is a subgraph of T

0


ontaining only Q-links (resp. S-links) that are

not S-links (resp. Q-links). By lemma A.4.3 applied to the subproof-net

�

j

= B

j

of T

0

, there exists a proof-net R and a de
omposition of � s.t.

T

�

0

� R

�

00

� T

0

, where �

00

is not empty, and the lift �

R

= B

R

in R of the

subproof-net �

j

= B

j

of T

0

is an additive box 
ontaining the lift B

R

of B

0

in R. By indu
tion hypothesis on � (this is the only pla
e where we use

this hypothesis, but it is 
ru
ial) C

B

R

2

(B

R

) is a proof-net satisfying (�).

Following de�nition 2.3.7 B

j

and B

R

have the same 
on
lusions (up to

substitutions). As usual, let R

j

be the subproof-net of T

0

obtained from




j

(B) by erasing s

j

. We de�ne C

B

0

2

(


j

(B)) = R

j

[C

B

R

2

(B

R

)

0

=B

j

℄, where the

\ ' " indi
ates that we have performed in C

B

R

2

(B

R

) the substitutions re-

quired by �

00

.

In both 
ases (1 and 2), let n be the front door of B and suppose that

the premise a

i

(resp. a

j

) of n whi
h is 
on
lusion of 


i

(B) (resp. of




j

(B)) is labeled by A

i

(resp. A

j

) and that the other 
on
lusions of B

that are Q-edges are labeled by E

1

; : : : ; E

k

. C

B

0

2

(


i

(B)) (resp. C

B

0

2

(


j

(B)))

is a proof-net whose 
on
lusions are labeled by A

i

; E

1

; : : : ; E

k

; C (resp.

A

j

; E

1

; : : : ; E

k

; C). We 
an then de�ne C

B

0

2

(B) as the additive box having

as 
omponents C

B

0

2

(


i

(B)) and C

B

0

2

(


j

(B)) and satisfying (�).

Finally, let B be the biggest additive box of T

0


ontaining B

0

. We are sup-

posing that B 
ontains some S-links. Then T

0

is the proof-net in �gure 19,

where q (resp. s) is a subgraph of T

0


ontaining only Q-links (resp. S-links)
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that are not S-links (resp. Q-links). As usual, let R be the subproof-net of

T

0

obtained from T

0

by erasing s. We de�ne C

B

0

2

(T

0

) = R[C

B

0

2

(B)=B℄. The


on
lusions of C

B

0

2

(T

0

) are the Q-edges 
on
lusions of T

0

and an edge labeled

by C.

A.4.8. Remark. Let T

�

� T

0

, let B

0

be a residue of B in T

0

, and let's 
onsi-

der for any proof-net appearing in the redu
tion sequen
e �, its 
anoni
al

representation with respe
t to the lift of B

0

in this proof-net. Suppose that

� does not 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a main subproof-net.

Let T

�

1

� T

1

[x℄

! T

2

�

2

� T

0

be a de
omposition of �, and let B

1

be the lift of

of B

0

in T

1

. If x is a Q-link whi
h is not a link of 


1

(B

1

), and if x is not a

spe
ial 
ut, then we have \the same" 
ut link x in C

B

1

2

(T

1

).

proof : If x is a link of B

1

, then the result is obvious.

Otherwise let B

1

be the biggest additive box of T

1


ontaining B

1

. If x is not

a link of B

1

, the result is a 
onsequen
e of de�nition A.4.7. If x is a link

of B

1

, and if B

0

1

is the smallest additive box 
ontaining x and B

1

, then x

is 
ontained in the 
omponent of B

0

1

whi
h 
ontains B

1

(otherwise x would

be a 
ut link 
ontained in a main subproof-net of T

1

) and is then (still by

de�nition A.4.7) a link of C

B

1

2

(B

0

1

) and then a link of C

B

1

2

(T

1

). �

The following proposition is the analogue of proposition A.3.3 : C

B

0

2

\pro-

je
ts" a sequen
e of redu
tions onto a sequen
e of redu
tions/equalities.

A.4.9. Proposition. Let T

�

� T

0

, let B

0

be a residue of B in T

0

, and let's


onsider for any proof-net appearing in the redu
tion sequen
e �, its 
ano-

ni
al representation with respe
t to the lift of B

0

in this proof-net. Suppose

that � does not 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a main subproof-net.

Let T

�

1

� T

1

[x℄

! T

2

�

2

� T

0

be a de
omposition of � and let B

1

(resp. B

2

) be the

lift of B

0

in T

1

(resp. T

2

).

One has C

B

1

2

(T

1

) = C

B

2

2

(T

2

) when :

- [x℄ is a [

ad℄ e.r.s. B

1

-attra
tive

- [x℄ is a [

ad℄ e.r.s. B-attra
tive, B is a Q-box of T

1

, and the subproof-net

of T

1

dupli
ated by [x℄ 
ontains only S-links

- x is an S-link

- x is a 
ut link of 


1

(B

1

).

Otherwise, one has C

B

1

2

(T

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(T

2

).

In parti
ular, if C

2

(T ) is strongly normalizable, then so is C

B

0

2

(T

0

).
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proof : If [x℄ is a [

ad℄ e.r.s. B

1

-attra
tive, [x℄ is a [

ad℄ e.r.s. B-attra
tive

(where B is a Q-box of T

1

, and the subproof-net of T

1

dupli
ated by [x℄


ontains only S-links), x is an S-link, or x is a 
ut link of 


1

(B

1

), then we

say that we are in situation (a). Otherwise we say that we are in situation

(b).

If x is a 
ut link of 


1

(B

1

) (resp. of 


2

(B

1

)), then we are in situation (a) (resp.

in situation (b)) and 
learly C

B

1

2

(T

1

) = C

B

2

2

(T

2

) (resp. C

B

1

2

(T

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(T

2

)).

Otherwise, there exists an additive box of T

1


ontaining B

1

whi
h does not


ontain x (this box might be B

1

itself). Let B

x

be the biggest among these

boxes of T

1

. Let B

1

x

be (if it exists) the smallest additive box of T

1


ontaining

B

x

and di�erent from B

x

. Let R

1

= T

1

if B

1

x

does not exist, and let R

1

be

the 
omponent of B

1

x

whi
h 
ontains B

x

otherwise. x is a 
ut link of R

1

with

additive depth zero in R

1

. R

1

is the proof-net of �gure 18 or 10, where B

x

is

denoted by B, q (resp. s) 
ontains only Q-links (resp. S-links) that are not

S-links (resp. Q-links).

Observe that R

1

might 
ontain only Q-links that are not S-links : in this


ase R

1

is the proof-net of �gure 19, where s is empty (and B = B

x

might

be the box B

1

). Observe also that when B

x

= B

1

and R

1

is the proof-net in

�gure 18, then we have to repla
e the box B by the box B

1

, the 
oad link

with 
on
lusion D&C by a with link with the same 
on
lusion, and erase

the residue of B 
ontained in B.

Be
ause x is a 
ut link with additive depth 0 in R

1

, it is a link of q or a

link of s or, in 
ase of �gure 18, the spe
ial 
ut 


0

. We have that R

1

[x℄

! R

2

,

T

2

= T

1

[R

2

=R

1

℄, and C

B

2

2

(T

2

) = C

B

1

2

(T

1

)[C

B

2

2

(R

2

)=C

B

1

2

(R

1

)℄.

Part I : Suppose �rst that [x℄ is not a [

ad℄ e.r.s.. In this 
ase, by lemma

A.4.2, x 
annot be (in 
ase of �gure 18) the spe
ial 
ut 


0

of T

1

.

If x is a link of s, then by de�nition A.4.7 C

B

1

2

(R

1

) = C

B

2

2

(R

2

) : we are in

situation (a) and C

B

1

2

(T

1

) = C

B

2

2

(T

2

). Observe that in this 
ase, if [x℄ opens

the boxB

x

(we are ne
essarily in 
ase of �gure 19), thenB

x

is an S-box of T

1

;

and the previous equalities hold be
ause we know that the 
omponent of B

x

whi
h is erased by [x℄ is the one whi
h does not 
ontain B

1

: this is pre
isely

the 
omponent that we erase when we de�ne C

B

1

2

(B

x

). To be more pre
ise,

suppose that B

1

is 
ontained in the �rst 
omponent of B

x

and that � is the

residue in T

2

of 


1

(B

x

). Then we have C

B

1

2

(B

x

) = C

B

1

2

(


1

(B

x

)) = C

B

2

2

(�).

If x is a link of q, then we are in situation (b). By remark A.4.8 x is also a

link of C

B

1

2

(R

1

). If [x℄ does not open B

x

, then (as a subprof-net) B

x

has a

unique residue B

2

x

in T

2

and 
learly C

B

1

2

(B

x

) = C

B

2

2

(B

2

x

). Then C

B

1

2

(R

1

)

[x℄

!

C

B

2

2

(R

2

), and C

B

1

2

(T

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(T

2

). If [x℄ opens the box B

x

, then B

x

is a
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Q-box and [x℄ opens also the box C

B

1

2

(B

x

). De�nition A.4.7 implies then

C

B

1

2

(R

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(R

2

), and C

B

1

2

(T

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(T

2

).

Part II : Suppose now that [x℄ is a [

ad℄ e.r.s..

If [x℄ is B

x

-attra
tive, let's 
all B

2

x

the unique residue of B

x

in T

2

. The

subproof-net of T

1

dupli
ated by [x℄ 
ontains only either Q-links that are

not S-links, or S-links that are not Q-links (ex
ept the spe
ial 
ut 


0

when

R

1

is the proof-net in �gure 18). We then have exa
tly 3 possibilities :

(1) B

x

is an S-box or B

x

= B

1

: then the only e�e
t of [x℄ is to in
rease

the number of links of B

x

, and be
ause B

x

does not exist in C

B

1

2

(T

1

) this is

\invisible" : we are in situation (a) and C

B

1

2

(R

1

) = C

B

2

2

(R

2

), and C

B

1

2

(T

1

) =

C

B

2

2

(T

2

).

(2) B

x

is a Q-box and the subproof-net of T

1

dupli
ated by [x℄ 
ontains only

S-links : then the only e�e
t of [x℄ is to in
rease the number of S-links of

B

x

, and all these links do not exist in C

B

1

2

(T

1

) : we are in situation (a) and

C

B

1

2

(B

x

) = C

B

2

2

(B

2

x

), C

B

1

2

(R

1

) = C

B

2

2

(R

2

), and C

B

1

2

(T

1

) = C

B

2

2

(T

2

).

(3) B

x

is a Q-box and the subproof-net of T

1

dupli
ated by [x℄ 
ontains

only Q-links that are not S-links : then the only e�e
t of [x℄ is to in
rease

the number of links of B

x

that are Q-links and not S-links, and all these

links do exist in C

B

1

2

(T

1

) : we are in situation (b), C

B

1

2

(R

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(R

2

), and

C

B

1

2

(T

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(T

2

).

If [x℄ is not B

x

-attra
tive and [x℄ does not dupli
ate B

x

, then x is not a

spe
ial 
ut link. In this 
ase, it is immediate from de�nition A.4.7 that

when x is a link of q (resp. of s), then we are in situation (b) (resp. in

situation (a)) and C

B

1

2

(R

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(R

2

) (resp. C

B

1

2

(R

1

) = C

B

2

2

(R

2

)), whi
h

implies that C

B

1

2

(T

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(T

2

) (resp. C

B

1

2

(T

1

) = C

B

2

2

(T

2

)).

If [x℄ is B

1

-attra
tive (for some additive box B

1

of R

1

) and [x℄ dupli
ates the

box B

x

, let B

2

be the unique residue of B

1

in T

2

. Let �

1

be the subproof-net

(
ontaining B

x

) of T

1

dupli
ated by [x℄, and let �

1

be the subproof-net of T

1


onsisting in the box B

1

, the 
ut link x and �

1

. �

1

has two residues �

1

2

and

�

2

2

in T

2

whi
h are subproof-nets of, respe
tively, the �rst and the se
ond


omponent of B

2

. More pre
isely, for i 2 f1; 2g, 


i

(B

2

) is obtained by 
uting

�

i

2

and the residue in T

2

of 


i

(B

1

), by means of the 
ut link x

i

2

(itself a

residue of x in T

2

). We have to distinguish the 
ase in whi
h B

1

is an S-box

(
ase 1) from the one in whi
h B

1

is a Q-box (
ase 2).

In 
ase 1 (in this 
ase x might be the spe
ial 
ut 


0

of �gure 18), B

1

is

an S-box 
ontained in s whi
h 
ontains no Q-link and x is an S-link.

All the Q-links of 


i

(B

2

) that are not S-links, are then links of �

i

2

. If

B

2

is a subproof-net of (for example) 


1

(B

2

), then we have C

B

2

2

(B

2

) =
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C

B

2

2

(


1

(B

2

)) = C

B

2

2

(�

1

2

) = C

B

1

2

(�

1

) = C

B

1

2

(�

1

), from whi
h one dedu
es

C

B

1

2

(R

1

) = C

B

2

2

(R

2

) : we are in situation (a) and C

B

1

2

(T

1

) = C

B

2

2

(T

2

).

In 
ase 2, x is a link of q and B

1

is a Q-box 
ontained in q : C

B

1

2

(


i

(B

1

)) =




i

(B

1

). Then C

B

2

2

(


i

(B

2

)) is obtained by 
uting C

B

1

2

(


i

(B

1

)) = 


i

(B

1

) and

C

B

1

2

(�

1

). This means that C

B

2

2

(B

2

) 
an be obtained by applying the \same"

e.r.s. [x℄ to C

B

1

2

(�

1

) : C

B

1

2

(�

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(B

2

). Then C

B

1

2

(R

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(R

2

) : we

are in situation (b) and C

B

1

2

(T

1

)

[x℄

! C

B

2

2

(T

2

). �

coad coad coad&

residue of  

B B  B i  j

C’  C   C ji

s  s   si  j

i  

T’

(B)i

(B) j

=
D&C

CD

q   q    qj

Figure 18.
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coad coad coad

  

q   q    q 

T’

(B)i

(B) j

=

coad &

s   s    s

B  Bi j B

i j i j

residue of  

Figure 19.

A.5 Proof of the standardization theorem

A.5.1. Proposition. Let T

0

be su
h that T

�

� T

0

.

If C

2

(T ) is strongly normalizable, then for every residue B

0

of B in T

0

, 


2

(B

0

)

is strongly normalizable.

proof : By indu
tion on �.

If T

0

= T , then 


2

(B ) is a subproof-net of C

2

(T ) whi
h is strongly normali-

zable by hypothesis.

Otherwise, let B

0

be a residue of B in T

0

; we are going to prove that 


2

(B

0

)

is strongly normalizable. In the sequel of the proof, all the proof-nets will be


onsidered in their 
anoni
al form with respe
t to the lift of B

0

they 
ontain.

If � doesn't 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a main subproof-net,

then from proposition A.4.9, we dedu
e that 


2

(B

0

) (as a subproof-net of

C

B

0

2

(T

0

)) is strongly normalizable.

Otherwise let [x℄ be the last e.r.s. of � redu
ing a 
ut inside a main subproof-

net, more pre
isely let's 
onsider the following de
omposition of � : T

�

1

�

T

1

[x℄

! T

2

�

2

� T

0

where �

2

doesn't 
ontain any e.r.s. redu
ing a 
ut inside a

main subproof-net, and suppose that �

[x℄

! 
 where � (resp. 
) is a main

subproof-net of T

1

(resp. of T

2

).
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From lemma A.0.24, any residue of 
 in any of the proof-nets appearing in

�

2

(in
luding T

0

) is a subproof-net of a main subproof-net of this proof-net.

But [x℄ is the last e.r.s. of � redu
ing a 
ut inside a main subproof-net, so

that if [

ad℄ 2 �

2

this e.r.s. 
annot dupli
ate any subproof-net of a residue of


 without dupli
ating the whole residue of 
. Then the substitution lemma

(lemma 3.1.1) applies : if Æ is any proof-net with the same 
on
lusions of


 and if 


0

1

; : : : ; 


0

n

are the residues of 
 in T

0

, we have that T

2

h

Æ=


i

�

2

�

T

0

h

Æ=


0

1

; : : : ; Æ=


0

n

i

. In parti
ular, if we take Æ = �, we have that T

2

h

�=


i

�

2

�

T

0

h

�=


0

1

; :::; �=


0

n

i

i.e. T

1

�

2

� T

0

h

�=


0

1

; :::; �=


0

n

i

. If we de�ne �

0

:= �nf[x℄g,

we have that T

�

0

� T

0

h

�=


0

1

; :::; �=


0

n

i

[x℄

n

� T

0

.

Then, there are two possibilities :

1) there is no residue of 
 in T

0

:

in this 
ase we 
an eliminate the e.r.s. [x℄ : we have that T

�

0

� T

0

, and then,

by indu
tion hypothesis, 


2

(B

0

) is strongly normalizable.

2) there is a residue of 
 in T

0

:

by indu
tion hypothesis, if B

T

0

[�=


0

1

;:::;�=


0

n

℄

is the lift of B

0

in T

0

h

�=


0

1

; :::; �=


0

n

i

(w.r.t. the redu
tion sequen
e [x℄

n

), then 


2

(B

T

0

[�=


0

1

;:::;�=


0

n

℄

) is strongly nor-

malizable ; and be
ause the n e.r.s. [x℄ redu
e 
uts inside main subproof-nets,

we have that B

T

0

[�=


0

1

;:::;�=


0

n

℄

= B

0

and 


2

(B

T

0

[�=


0

1

;:::;�=


0

n

℄

) = 


2

(B

0

). �

Let's prove now the (generalized) standardization lemma (theorem A.2.2) :

we have to show that T is strongly normalizable.

Consider the following redu
tion sequen
e starting from T :

T

�

1

� T

1

[x℄

! T

2

�

2

� T

0

:

For every proof-net R appearing in this redu
tion sequen
e and for every

residue B

0

of B in R with 
on
lusions labeled by D&C and A

1

,...,A

n

0

, we

de�ne :

-<(R) :=f B

R

: B

R

is a residue of B in Rg and k<(R)k := 
ard(<(R))

-�

B

0

(R) :=f 


1

,...,


n

0

: 


i

is the biggest subproof-net of R 
onne
ted to B

0

through a 
ommutative 
ut 

ad having among its premises the 
on
lusion

of B

0

labeled by A

i

g. Observe that for some i 


i

may be the empty proof-net.

-k�

B

0

(R)k :=n(


1

) + :::+ n(


n

0

) where n(


i

)=number of links of 


i

.

-k�(R)k := �

B2<(R)

k�

B

(R)k
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We prove that

(kC

1

(T

2

)k; k<(T

2

)k; k�(T

2

)k;�

B2<(T

2

)

k


2

(B)k)

<

LEX

(kC

1

(T

1

)k; k<(T

1

)k; k�(T

1

)k;�

B2<(T

1

)

k


2

(B)k)

where kC

1

(T

i

)k (resp. k


2

(B)k) is the maximal length of the redu
tion se-

quen
es starting from C

1

(T

i

) (resp. 


2

(B)).

From proposition A.3.3, if [x℄ is not a [

ad℄ e.r.s. whi
h is attra
tive for a

residue of B in T

1

, if x is not a logi
al spe
ial 
ut and if x is not a 
ut in the

se
ond 
omponent of a residue of B in T

1

, then kC

1

(T

2

)k < kC

1

(T

1

)k.

If x is a logi
al spe
ial 
ut, then by proposition A.3.3, kC

1

(T

2

)k = kC

1

(T

1

)k,

and k<(T

2

)k < k<(T

1

)k.

If [x℄ is a [

ad℄ e.r.s. B

1

-attra
tive for a residue B

1

of B in T

1

, then from

proposition A.3.3 kC

1

(T

2

)k = kC

1

(T

1

)k. Observe that, be
ause of the inde-

penden
e lemma, the number of residues of B 
annot in
rease in T

2

with

respe
t to T

1

, and we have that k�(T

2

)k < k�(T

1

)k.

If x is a 
ut in 


2

(B

1

) for a residue B

1

of B , then from proposition A.3.3

kC

1

(T

2

)k = kC

1

(T

1

)k. We also have k<(T

2

)k = k<(T

1

)k, while the indepen-

den
e lemma gives k�(T

2

)k = k�(T

1

)k. If B

0

1

is the (unique) residue of B

1

in

T

2

, then k


2

(B

0

1

)k < k


2

(B

1

)k, so that �

B2<(T

2

)

k


2

(B)k < �

B2<(T

1

)

k


2

(B)k.

�

A.5.2. Remark. Observe that to have a 
omplete proof of strong normali-

zation for this revisited PN

2

, one still has to prove that the standardization

lemma for the multipli
ative and exponential fragment proven in [Danos 90℄

still holds in our framework.
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Annexe B

Denotational semanti
s for

polarized (but

non-
onstrained) LK by

means of the additives

B.1 Introdu
tion

Mu
h work has been done in the past 6-7 years to extra
t the 
omputatio-

nal 
ontent from 
lassi
al proofs. On the proof-theoreti
al side, let's quote

for example [Girard 91b℄ (LC), [Parigot 91℄ (FD), [DJS 97℄ (LK

tq

and its

restri
tions) and [BarBer 95℄ (the symmetri
 �-
al
ulus).

With the notable ex
eption of the symmetri
 �-
al
ulus of [BarBer 95℄ whi
h

enjoys only strong normalization, all the systems previously mentioned enjoy

the usual good 
omputational properties (strong normalization and 
on
uen
e)

and have a denotational semanti
s. To obtain su
h good properties, it is ne-


essary to 
ope with the \non-determinism" of 
lassi
al 
ut-elimination :

this is done by equipping 
lassi
al formulas with an index, a 
olour or a

polarity (depending on the personal taste of the authors), whi
h will tell us

how to perform 
ut-elimination in 
ase of 
on
i
t.

But it turned out (perhaps a bit surprisingly) that adding this information

is not enough to �x 
lassi
al logi
 : there are rules that are \diÆ
ult" to

handle, in the sense that if we don't restri
t their appli
ation to the premises

of a parti
ular form, then the elimination of 
ertain `logi
al 
uts' (Gentzen

's key-
ases) yields two proofs. What is 
atastrophi
 is the fa
t that the

identi�
ation of these two proofs leads to the 
ollapse of the whole system :

287
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we have to identify all the proofs of a given sequent (see [Girard 91b℄ and

[DJS 97℄).

The solution proposed by the works previously mentioned is either to avoid

su
h diÆ
ult rules (this is possible keeping 
ompleteness w.r.t. 
lassi
al pro-

vability, see [Parigot 91℄ and [BarBer 95℄) or to restri
t the appli
ation of

su
h diÆ
ult rules to the premises whi
h lead to key-
ases the elimination

of whi
h is unproblemati
 (see [Girard 91b℄ and [DJS 97℄).

A tra
e of this restri
tion is the fa
t that the translations from LK (with

polarized or 
oloured formulas) to LC or LK

tq

(and its subsystems) are

far from being deterministi
 : there are two possible ways to translate the

diÆ
ult rules with 
ertain premises. The same holds for the translations

in linear logi
 (LL), whi
h are the a
tual starting point of both the works

[Girard 91b℄ and [DJS 97℄.

However, these translations suggest that the 
omputational obje
t whi
h lies

`behind' a 
lassi
al proof is not a linear proof, but rather a superimposition

of linear proofs. This work is a �rst attempt to turn this intuition into a

mathemati
al statement : \there exists a denotational semanti
s of polarized

(but non-
onstrained) LK in 
oherent spa
es".

Trying to take seriously the idea of superimposition, we de�ne indu
tively

an embedding P

a

of polarized LK-proofs in LL, whi
h is an extension of the

P -embedding de�ned by Girard in [Girard 91b℄ : when we meet a \diÆ
ult"

rule, then, instead of 
hoosing one of the two possible linear translations, we

superimpose them.

Te
hni
ally speaking, the obvious 
andidate to superimpose proofs is the li-

near 
onne
tive \&". Following one of the main points of 
hapter 3 (namely

the \independen
e lemma"), to make sure that the 
omponents of the addi-

tive boxes introdu
ed by P

a

do not intera
t during 
ut-elimination, we keep

these additive boxes at exponential depth zero. This is done by 
hoosing as

main doors for these additive boxes a \purely negative" formula (in the sense

of [Girard 91b℄), namely ?&? : this makes the additive boxes \
ommute"

(semanti
ally speaking) with all the exponential ones.

Thus, we translate the 
lassi
al proof � by the linear proof P

a

(�), and then,

by \delaying" as mu
h as possible all the additive boxes introdu
ed by P

a

,

we obtain a superimposition of linear proofs with the same denotational

semanti
s of P

a

(�).

This suggests to de�ne a 
lassi
al 
ut-elimination step as a 
ut-elimination

step in one of the \sli
es" that the 
lassi
al proof superimposes. We ob-

tain in su
h a way a denotational semanti
s (indu
ed by P

a

) for polarized

LK, whi
h still satis�es all the 
omputational isomorphisms of LC (see

[Girard 91b℄).
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B.2 Preliminaries

B.2.1 Linear logi
 and 
lassi
al logi


The use of LL as a tool to analize 
lassi
al 
ut-elimination is at the 
ore of

[Girard 91b℄ and [DJS 97℄.

Girard observes that if A and B are linear formulas of type \ !" (resp. of

type \ ?"), that is if A `!A (resp. ?A ` A) is provable in LL, then so are the

formulas A
 B and A� B (resp. A

}

B and A&B), and that A is of type

\ !" (resp. \ ?") i� A

?

is of type \ ?" (resp. \ !"). This suggests a translation

P from 
lassi
al to linear logi
, whi
h translates ea
h 
lassi
al formula by

a linear formula of type \ !" or of type \ ?". To apply stru
tural operations

dire
tly to formulas of type \ ?" (and not only to formulas starting with

\ ?"), Girard slightly modi�es the 
oherent denotational semanti
s of LL

and introdu
es the semanti
s of 
orrelation spa
es for the linear fragment

ne
essary to interpret 
lassi
al logi
. He also proves that the main properties

of 
lassi
al 
onne
tives 
an be re
overed at the 
omputational level (i.e. are

isomorphisms in the semanti
s).

Danos, Joinet and S
hellinx work dire
tly with spe
ial translations in LL

(
alled \de
orations") whi
h suggest a 
ut-elimination pro
edure (the tq-

proto
ol) for di�erent versions of 
oloured se
ond order 
lassi
al sequent


al
ulus (LK

tq

, LK

�

, LK

�

pol

). They show that Girard 's LC is a subsystem

of LK

�

pol

(up to the stoup/no stoup formulation, see subse
tion 2.3), that

the P -embedding de�ned by Girard is suitable for the whole (�rst order)

LK

�

pol

, and that the 
ut-elimination pro
edure de�ned by Girard for LC is

the tq-proto
ol restri
ted to LC.

In [QuatrTorto 96℄, we prove that the P -embedding indu
es a denotational

semanti
s (to whi
h we will also refer to as the P -semanti
s) in 
oherent

spa
es for �rst order LK

�

pol

(then for LC) : if � and �

0

are LK

�

pol

-proofs,

from � �

tq

�

0

we dedu
e [P (�)℄ = [P (�

0

)℄ (where [d℄ denotes the 
oherent

semanti
s of the linear proof d). In se
tion 15.5, we 
larify the links between

�rst order LK

�

pol

and LC : LC is obtained from the multipli
ative fragment of

LK

�

pol

by de
omposing the multipli
ative 
onjun
tion between two negative

formulas into an additive one and a multipli
ative 
onjun
tion with \V "

(the 
lassi
al unit for the multipli
ative 
onjun
tion).

B.2.2 About the additives

In this subse
tion, we brie
y re
all the independen
e lemma, proven in 
hap-

ter 3. Although we will not use this result (so that this subse
tion is not,
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stri
tly speaking, ne
essary to understand the 
ontent of the paper), it has

been one of the main sour
es of inspiration for the present work. We as-

sume here that the reader has some a
quaintan
e with the proof-nets of LL

de�ned in [Girard 87℄.

If T and T

0

are two proof-nets s.t. T � T

0

(i.e. T

0

is obtained from T by

applying some steps of 
ut-elimination), then any additive box B of T

0


omes

from exa
tly one additive box

 

B

of T : we say that B is a residue of

 

B

in

T

0

.

B.2.3. Lemma. (Independen
e lemma). Let T , T

0

be two proof-nets,

s.t. T � T

0

. Let B be an additive box with exponential depth 0 in T , and B

0

a residue of B in T

0

. If B

0

has additive depth p and B

1

; :::; B

p

are the additive

boxes 
ontaining B

0

in T

0

, then for all residue B

00

of B in T

0

(di�erent from

B

0

), there exists i 2 f1; :::; pg s.t. B

00

is a subproof-net of the 
omponent of

B

i

whi
h does not 
ontain B

0

.

A possible way of reading this lemma (
onne
ted to the present paper) is the

following : \normalization preserves superimposition at exponential depth 0".

B.2.4 Notations and 
onventions

We shall use the 
onventions of [Girard 91b℄, thus distinguish between posi-

tive and negative formulas and take a one-sided version of sequent 
al
ulus,

rather than distinguish between formulas 
oloured q and t and take a two-

sided version of sequent 
al
ulus like in [DJS 97℄.

For 
lassi
al formulas we take the following 
onventions :

P , Q, R,... will denote positive formulas

L, M , N ,... will denote negative formulas

A, B, C,...will denote formulas that may be either positive or negative.

We say that a formula (or, better said, an o

urren
e of formula) A in a

proof � of any subsystem of LK is main, if A is either one of the (two)


on
lusions of an axiom, or the main 
on
lusion of a logi
al rule of �.

In the sequel we will 
all LC the extension of Girard 's original system

to �rst order LK

�

pol

. (We don't 
all it LK

�

pol

be
ause we will use a version

whi
h makes use of \the stoup", and this is more in the spirit of LC, and also

be
ause we don't want to 
reate 
onfusions with the system LK

pol

de�ned

in the next se
tion).

To be pre
ise one should note that there are LC-rules that are not (stri
tly

speaking) rules of LK

�

pol

. This is be
ause the 
onstraint on proofs indu
ed

by Girard's stoup is (slitghly) less strong than [DJS 97℄'s �-
onstraint : an

attra
tive formula (i.e. ne
essary positive in the one-sided version) whi
h
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is a
tive in an irreversible rule has to be main following [DJS 97℄, and only

main up to reversible, stru
tural and (some kind of) 
ut rules on the 
ontext,

following [Girard 91b℄. From the semanti
al point of view the two 
onstraints

are the same : to ea
h LC-proof one 
an asso
iate several LK

�

pol

-proofs, but

the denotational semanti
s indu
ed by the P -embedding in LL equates all

of them. But synta
ti
ally speaking, in LC there are for example two ways

of performing 
ertain logi
al steps : if 
 = 
ut(�; �) is a proof of ` �;�;�

obtained from the proof � of ` �;R^

m

Q and the proof � of ` �;:R_

m

:Q; �

by applying a logi
al 
ut rule, and if we 
all 


1

and 


2

the two proofs obtained

from 
 by performing the two 
uts with a
tive formulas R=:R, Q=:Q in

the two possible ways, then 


1

and 


2

might have two synta
ti
ally di�erent

normal forms w.r.t. the tq-proto
ol of 
ut-elimination (of 
ourse the normal

forms will anyway be equal in the semanti
s).

So, what we 
all LC in this paper, is the system LK

�

pol

(with the stronger

�-
onstraint on proofs), the only notational di�eren
e being that we will

write sequents making use of the stoup (this is parti
ularly helpful for our

purposes, as it will appear 
learly in the next se
tion).

In the whole paper, we will apply dire
tly the stru
tural operations to any

linear formula A of type \ ?", impli
itely meaning (if A does not a
tually

start with \ ?") that we �rst apply a dereli
tion to A, then the stru
tural

operation to ?A, and �nally we 
ut with the proof of ?A ` A (with ` A; !A

?

in the one-sided version). One 
an also think dire
tly in terms of 
orrelation

spa
es (whi
h, by the way, is proven to be the same in [QuatrTorto 96℄).

If B and C are the immediate subformulas of A, an �-proof of A is the proof

of ` :A;A 
onsisting in the axioms ` :B;B and ` :C;C, and pre
isely one

instan
e of ea
h of the logi
al rules introdu
ing A (or :A)'s main 
onne
tive.

We will also 
all \pie
e(s) of �-proof" the subproof(s) of �, obtained from �

by removing the last (reversible) rule.

B.3 LK

pol

and the embedding P

a

in linear logi


We 
onsider here a version of the sequent 
al
ulus LK where ea
h formula


omes equipped with a polarity, in the style of [Girard 91b℄.

The real di�eren
e between the approa
h we present here and the ones

previously mentioned lies in the fa
t that we do not restri
t the rules of

the 
al
ulus LK. Both in [Girard 91b℄ and in [DJS 97℄ there is a restri
tion

in the appli
ation of 
ertain rules (\the irreversible ones in whi
h one of

the a
tive formulas of one of the premises is positive") : as stated, this is

the reason for the introdu
tion of \the stoup" in [Girard 91b℄ and of the
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\�-
onstraint" in [DJS 97℄.

B.3.1 The sequent 
al
ulus LK

pol

LK

pol

is nothing but the usual 
al
ulus LK (where we distinguish between

additive and multipli
ative rules) for �rst order 
lassi
al logi
. However,

in LK

pol

, ea
h formula 
omes equipped with a polarity (it is positive or

negative), whi
h is 
ompletely determined by the polarity of the atoms : the

polarity of 
ompound formulas is obtained by looking at the main 
onne
tive

of the formula, if it is _

m

or ^

a

(resp. ^

m

or _

a

) then the formula is negative

(resp. positive). Of 
ourse, for any formula A, A and :A have di�erent

polarities (see [Girard 91b℄ and [DJS 97℄ for more details).

Moreover, we \de
orate" (not in the te
hni
al sense of [DJS 97℄ !) ea
h

sequent of this polarized LK by means of the symbol \ ;", where on the

right of \ ;" there is at most one positive formula. This is of 
ourse in the

spirit of [Girard 91b℄. However, our 
al
ulus does not put any 
onstraint on

proofs. The following system (whi
h will be 
alled LK

pol

) shows how it is

possible to \de
orate" by means of \ ;", in a unique way, any polarized proof

� of LK, in su
h a way that all the sequents of � have the form ` �;�,

where � is a set of (polarized) formulas and � is a set 
ontaining at most

one formula, whi
h has to be positive.

Axiom :

` :P ;P

Cut-rules :




.

.

.

` �;P

Æ

.

.

.

` �;:P ; �

` �;�;�




.

.

.

` �; P ; �

Æ

.

.

.

` �;:P ; �

0

` �;�;�

0

; �

Stru
tural rules :

�

.

.

.

` �;�

` �; A; �

�

.

.

.

` �; A;A; �

` �; A; �

Logi
al rules :

1) 
onstants :

`;V ` :F ; �
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2) unary logi
al rules :

�

.

.

.

` �; A;B; �

` �; A _

m

B; �

�

.

.

.

` �; A;P

` �; A _

m

P ;

�

.

.

.

` �;P

` �;P _

a

B

�

.

.

.

` �; P ; �

` �; P _

a

B; �

�

.

.

.

` �; N ; �

` �;�;N _

a

B

3) binary logi
al rules :

For the 
onne
tive ^

a

we have




.

.

.

` �; A;�

0

; �

Æ

.

.

.

` �; B;�;�

0

` �; A ^

a

B;�;�

0

;




.

.

.

` �; A; �

Æ

.

.

.

` �; B; �

` �; A ^

a

B; �

where we obviously suppose � 6= �

0

, and




.

.

.

` �; A; �

Æ

.

.

.

` �;�;P

` �; A ^

a

P;�;




.

.

.

` �;P

Æ

.

.

.

` �;Q

` �; P ^

a

Q;

The 
ase of the 
onne
tive ^

m

is the more 
ompli
ated, and we have to

distinguish all the possible 
ases for the polarity of the a
tive formulas :




.

.

.

` �;P

Æ

.

.

.

` �;Q

` �;�;P ^

m

Q




.

.

.

` �; P ; �

Æ

.

.

.

` �; Q; �

0

` �;�; P ^

m

Q;�;�

0

;




.

.

.

` �;P

Æ

.

.

.

` �; Q; �

` �;�; P ^

m

Q; �




.

.

.

` �;M ; �

Æ

.

.

.

` �; N ; �

0

` �;�;�;�

0

;M ^

m

N




.

.

.

` �; P ; �

Æ

.

.

.

` �; N ; �

0

` �;�; P ^

m

N;�

0

; �




.

.

.

` �;P

Æ

.

.

.

` �; N ; �

0

` �;�;�

0

;P ^

m

N

First order quanti�ers :

�

.

.

.

` �; A; �

` �; 8xA; �

�

.

.

.

` �;P

` �; 8xP ;
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with the usual restri
tion \x is not free in �, �", and

�

.

.

.

` �; N [t=x℄; �

` �;�; 9xN

�

.

.

.

` �;P [t=x℄

` �; 9xP

�

.

.

.

` �; P [t=x℄; �

` �; 9xP ; �

We 
an add to these rules the \
lassi
al dereli
tion" :

�

.

.

.

` �;�

` �;�;

B.3.2 The embedding P

a

of LK

pol

in linear logi


We are going to de�ne P

a

, an extension of the P -embedding de�ned by

Girard in [Girard 91b℄, whi
h allows to translate in LL also all the rules of

LK

pol

whi
h are not rules of LC : the irreversible rules (_

a

, ^

m

and 9) with

a positive a
tive formula whi
h is not main.

We translate formulas in the usual P -way (see [Girard 91b℄ and [DJS 97℄),

and the sequent ` �

neg

;�

pos

; � by the sequent ` P (�

neg

); ?P (�

pos

); P (�);

!

?

,

where

!

?

indi
ates a 
ertain number of o

urren
es of the formula ?&?, and

�

neg

(resp. �

pos

) is the subset of � 
ontaining all the negative (resp. positive)

formulas of �.

Remark : Observe that ? and ?&? are linear formulas of type \ ?", so

that (following our 
onventions) they 
an be a
tive in a stru
tural rule, or


ontext in a promotion rule.

In the sequel we will write dire
tly A instead of P (A) and ?� instead of

P (�

neg

); ?P (�

pos

).

The embedding P

a

from the set of LK

pol

-proofs to the set of linear proofs

is de�ned indu
tively in the following way :

- for the rules of LK

pol

whi
h are also rules of LC we translate in the obvious

way, and the previous remark says pre
isely that the set of formulas

!

?

does not introdu
e any problem.

However, even among these rules, there is a rule whi
h has to be 
arefully

translated : it is the ^

a

. We pro
eed in the following way (if the main


on
lusion of the rule ^

a

is A^

a

B, suppose for example that A is positive

and not in the stoup, B is negative, and the two formulas in the two stoups

are di�erent) :
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P

a

(
)

.

.

.

`?�; ?P; ?�

0

;�;

!

?

1

`?�; ?P; ?�

0

; ?�;

!

?

1

W

`?�; ?P; ?�

0

; ?�;

!

?

1

;

!

?

2

P

a

(Æ)

.

.

.

`?�; N; ?�;�

0

;

!

?

2

`?�; N; ?�; ?�

0

;

!

?

2

W

`?�; N; ?�

0

; ?�;

!

?

1

;

!

?

2

`?�; ?P&N; ?�

0

; ?�;

!

?

1

;

!

?

2

The important point here is that we do not \mix" formulas 
oming from

!

?

1

and formulas 
oming from

!

?

2

, even if they are the same (see also the

remark following de�nition B.4.4).

- for the rules of LK

pol

that are not rules of LC, let's 
onsider some of the

rules introdu
ing the 
onne
tive ^

m

whi
h 
ontain all the diÆ
ult 
ases :

� suppose that in the premisses the a
tive formula P is out of the stoup

and the main 
on
lusion of the rule is P ^

m

N , then we translate by

P

a

(Æ)

.

.

.

`?�; N;�

0

;

!

?

2

`?�; N; ?�

0

;

!

?

2

`?�; !N; ?�

0

;

!

?

2

P

a

(
)

.

.

.

`?�; ?P;�;

!

?

1

` P; P

?

` N

?

; N

`?N

?

; N

`?N

?

; !N

` P
!N;P

?

; ?N

?

`?(P
!N); P

?

; ?N

?

`?(P
!N); !P

?

; ?N

?

`?�; ?(P
!N); ?N

?

;�;

!

?

1

`?�; ?�; ?(P
!N); ?�

0

;�;

!

?

1

;

!

?

2

Observe that the following is another way to translate this rule, but the

proof thus obtained has the same denotational semanti
s as the previous

one :

P

a

(
)

.

.

.

`?�; ?P;�;

!

?

1

P

a

(Æ)

.

.

.

`?�; N;�

0

;

!

?

2

`?�; N; ?�

0

;

!

?

2

`?�; !N; ?�

0

;

!

?

2

` P; P

?

` N

?

; N

`?N

?

; N

`?N

?

; !N

` P
!N;P

?

; ?N

?

`?�; P
!N;P

?

; ?�

0

;

!

?

2

`?�; ?(P
!N); P

?

; ?�

0

;

!

?

2

`?�; ?(P
!N); !P

?

; ?�

0

;

!

?

2

`?�; ?�; ?(P
!N); ?�

0

;�;

!

?

1

;

!

?

2

By inspe
tion of 
ases, one 
an 
he
k that there is a unique (semanti
ally

speaking) 
anoni
al way to translate all the rules introdu
ing ^

m

, ex
ept

in 
ase both the a
tive formulas are positive and out of the stoup.
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� suppose now that in the premisses both the a
tive formulas P and Q

are out of the stoup (this is the 
ru
ial 
ase), then we translate by :

P

a

(Æ)

.

.

.

`?�; ?Q;�

0

;

!

?

2

P

a

(
)

.

.

.

`?�; ?P;�;

!

?

1

` P;P

?

` Q;Q

?

` P 
Q;P

?

; Q

?

`?(P 
Q); P

?

; Q

?

`?(P 
 Q); !P

?

;Q

?

`?�; ?(P 
Q);Q

?

;�;

!

?

1

`?�; ?(P 
Q); Q

?

; ?�;

!

?

1

`?�; ?(P 
 Q); !Q

?

; ?�;

!

?

1

`?�; ?�; ?(P 
Q); ?�;�

0

;

!

?

1

;

!

?

2

`?�; ?�; ?(P 
Q); ?�; ?�

0

;

!

?

1

;

!

?

2

`?�; ?�; ?(P 
Q); ?�; ?�

0

;

!

?

1

;

!

?

2

;?

P

a

(
)

.

.

.

`?�; ?P;�;

!

?

1

P

a

(Æ)

.

.

.

`?�; ?Q;�

0

;

!

?

2

` P;P

?

` Q;Q

?

` P 
Q;P

?

;Q

?

`?(P 
Q); P

?

; Q

?

`?(P 
 Q); P

?

; !Q

?

`?�; ?(P 
Q); P

?

;�

0

;

!

?

2

`?�; ?(P 
Q); P

?

; ?�

0

;

!

?

2

`?�; ?(P 
Q); !P

?

; ?�

0

;

!

?

2

`?�; ?�; ?(P 
Q);�; ?�

0

;

!

?

1

;

!

?

2

`?�; ?�; ?(P 
Q); ?�; ?�

0

;

!

?

1

;

!

?

2

`?�; ?�; ?(P 
Q); ?�; ?�

0

;

!

?

1

;

!

?

2

;?

`?�; ?�; ?(P 
Q); ?�; ?�

0

;

!

?

1

;

!

?

2

;?&?

Remark : All the (proof-theoreti
al) solutions that we know to the problem

of extra
ting the 
omputational 
ontent from the proofs of 
lassi
al logi



hoose as the translation of the rule ^

m

with two positive a
tive formulas

that are in the stoup one of the two linear subproofs premisses of the last

rule introdu
ing ?&?.

The upshot of this work is pre
isely not to 
hoose but rather to superimpose.

This 
orresponds to the basi
 idea that a proof in LK is a superimposition

of proofs of linear logi
 (or of LC).

B.4 Canoni
al form

B.4.1. Definition. We say that the rule R of LK

pol

is diÆ
ult i� R = ^

m

and both the a
tive formulas in the premises of R are positive and are not

in the stoup.

Remark : It is proven in [Girard 91b℄ and in [DJS 97℄ that ea
h rule R of

LK

pol


an be translated by \some" rules of LC :

(i) if R is already an LC-rule then the translation is straightforward

(ii) if R is not a rule of LC (and if it is not diÆ
ult), then one 
uts the

premise(s) of the rule with a pie
e of �-proof of the 
on
lusion of R. This

pro
edure (whi
h is also 
alled a way of \
onstraining" R) might involve a


hoi
e in the order of performan
e of two 
ut rules ; but this 
hoi
e has no


omputational 
ontent : the two proofs 
orresponding to the two possible


hoi
es are interpreted by the same 
lique in the P -semanti
s
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(iii) if R is a diÆ
ult rule, then one translates it like in 
ase (ii), but now

the order of performan
e of the two 
uts does matter : not only the two

proofs 
orresponding to the two possible 
hoi
es are interpreted by dif-

ferent 
liques in the P -semanti
s, but it might very well be the 
ase that

they 
annot be identi�ed by any (non degenerated) denotational seman-

ti
s.

One has two di�erent ways of 
onstraining ea
h diÆ
ult rule, whi
h 
or-

respond exa
tly to the two di�erent ways of translating R in LL through

the P -embedding.

This means (as expe
ted) that there exists a 
lassi
al version of P

a

(whi
h

will be 
alled C

a

) that translates proofs of LK

pol

into proofs of LC. It is the

identity on formulas, and a
ts on sequents and proofs like P

a

: just substitute

\:V " for \?", \^

a

" for \&", and erase the exponential rules (through C

a

we are 
onstraining the proofs of LK

pol

in \all the possible di�erent ways").

For any LK

pol

-proof �, P

a

(�) and P (C

a

(�)) have the same denotational

semanti
s.

We de
ided to fo
us on P

a

(rather than on C

a

) simply to stress the relation

with LL.

Remark : Let � be a proof of LK

pol

with k diÆ
ult rules. Let's 
all �




the set of LC-proofs obtained from � by 
onstraining all its rules in all the

possible di�erent ways. From the previous remark we dedu
e that there are

2

k

su
h LC-proofs (be
ause there are two di�erent ways of 
onstraining ea
h

diÆ
ult rule of �).

The reader should note that �




is uniquely determined only from the se-

manti
al point of view : to ea
h LK

pol

-proof � is asso
iated a unique set of

2

k


liques of the 
oherent spa
e interpreting the 
on
lusion of �. However,

as stated in (ii) of the previous remark, there might be di�erent synta
ti
al

representations of \the same" proof of �




. From now on, �




will denote any

su
h set of LC-proofs.

B.4.2. Definition. Let � be an LK

pol

-proof with k diÆ
ult rules and

�




= f�

1

; : : : ; �

2

k

g. We'll 
all sli
e of � any LC-proof belonging to �




.

B.4.3. Definition. Let � be an LK

pol

-proof with k diÆ
ult rules and

�




= f�

1

; : : : ; �

2

k

g.

For all i 2 f1; : : : ; 2

k

g, we de�ne P

+

(�

i

) as the proof P (�

i

), to whi
h we

added k o

urren
es of the rule introdu
ing ?.
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B.4.4. Definition. Let � be an LK

pol

-proof with 
on
lusion ` �;� and

k diÆ
ult rules R

1

; : : : ; R

k

, and let �




= f�

1

; : : : ; �

2

k

g.

To ea
h i 2 f1; : : : ; 2

k

g we 
an asso
iate a sequen
e ?

1

i

1

; : : : ;?

k

i

k

, where for

all j 2 f1; : : : ; kg i

j

2 f1; 2g, in su
h a way that R

j

is 
onstrained in the

same way in �

l

and �

m

i� l

j

= m

j

.

This gives a bije
tion between fP

+

(�

i

) : i 2 f1; : : : ; 2

k

gg and f?

1

i

1

; : : : ;?

k

i

k

:

i

j

2 f1; 2gg.

We de�ne the proof &(P

+

(�

i

)) of LL by building su

essively :

- the 2

k�1

proofs with 
on
lusion `?�;�;?

1

1

&?

1

2

;?

2

i

2

; : : : ;?

k

i

k

, where 1 �

i

j

� 2

- the 2

k�2

proofs with 
on
lusion `?�;�;?

1

1

&?

1

2

;?

2

1

&?

2

2

;?

3

i

3

; : : : ;?

k

i

k

, where

1 � i

j

� 2

.

.

.

- the proof &(P

+

(�

i

)) with 
on
lusion `?�;�;?

1

1

&?

1

2

;?

2

1

&?

2

2

; : : : ;?

k�1

1

&?

k�1

2

;?

k

1

&?

k

2

.

(The following example, in 
ase k = 2, should 
larify the 
onstru
tion).

Example : Suppose that in the previous de�nition k = 2. Then we have

�




= f�

1

; �

2

; �

3

; �

4

g, and for i 2 f1; 2; 3; 4g we have that P

+

(�

i

) is an

LL-proof with 
on
lusion `?�;�;?

1

i

1

;?

2

i

2

where i

1

; i

2

2 f1; 2g. Suppose for

example that the 
on
lusion of P

+

(�

1

) is `?�;�;?

1

1

;?

2

1

, the 
on
lusion of

P

+

(�

2

) is `?�;�;?

1

1

;?

2

2

, the 
on
lusion of P

+

(�

3

) is `?�;�;?

1

2

;?

2

1

, the


on
lusion of P

+

(�

4

) is `?�;�;?

1

2

;?

2

2

.

Then, to obtain the proof &(P

+

(�

i

)), we build �rst the 2 (= 2

2�1

) proofs

P

+

(�

1

)&P

+

(�

3

) with 
on
lusion `?�;�;?

1

1

&?

1

2

;?

2

1

and P

+

(�

2

)&P

+

(�

4

)

with 
on
lusion `?�;�;?

1

1

&?

1

2

;?

2

2

, and then the proof &(P

+

(�

i

)) with


on
lusion `?�;�;?

1

1

&?

1

2

;?

2

1

&?

2

2

.

Remark : In the previous de�nition, it is 
ru
ial to observe that, in the


onstru
tion of the proof &(P

+

(�

i

)), the formulas a
tive in the additive


ontra
tions of the rules & (that is the 
ontext formulas) whi
h are di�erent

from ?�;� are ?

i

1

&?

i

2

, or ?

i

1

, or ?

i

2

.

The fa
t that there are no additive 
ontra
tions between ?

i

l

and ?

i

m

with

l 6= m means that there is no \mixing" between two \?" whi
h stem for two

di�erent ways of 
onstraining the rule R

i

.

Observe also that all the linear proofs &(P

+

(�

i

)) asso
iated to the LK

pol

-

proof � are semanti
ally equal.

B.4.5. Proposition. (
anoni
al form)
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Let � be an LK

pol

-proof, let R

1

: : : R

k

be its diÆ
ult rules, and let �




=

f�

1

; : : : ; �

2

k

g.

Then [P

a

(�)℄ = [&(P

+

(�

i

))℄, where if d is a linear proof then [d℄ is its

denotational semanti
s.

proof : The idea is that, be
ause the formulas ?&? introdu
ed by the em-

bedding P

a

are all formulas of the sequent 
on
lusion of P

a

(�) and be
ause

they are reversible and purely negative, it is possible to apply the rules

introdu
ing them \at the end" of the proof. The main point is of 
ourse

the 
ommutation of the rules introdu
ing ?&? with the promotion rule.

But remember that the rule ? 
ommutes to the promotion, and that & is

reversible in a very strong sense : the denotational semanti
s of the proof

obtained by applying a stru
tural operation to the formula A&B (where

A and B are linear formulas of type \ ?") is the denotational semanti
s of

the proof obtained by applying �rst the same stru
tural operation to A and

to B and then by applying the rule introdu
ing & (see [Girard 91b℄ and

[QuatrTorto 96℄ for more details).

A detailed proof 
an be given by indu
tion on the proof �, i.e. by 
onside-

ring all the possible 
ases for the last rule R of �. There is nothing spe
ial

about this indu
tion, so that we just give an example : suppose that R is

a binary logi
al rule whi
h is also a rule of LC, and let 
 and Æ be the

two subproofs of � that are premisses of R. If there are h (resp. g) diÆ
ult

rules in 
 (resp. Æ), then k = h + g. Let �




be obtained from the two sets







= f


1

; : : : ; 


2

h

g and Æ




= fÆ

1

; : : : ; Æ

2

g

g by applying the rule R to 


i

and Æ

j

where 1 � i � 2

h

and 1 � j � 2

g

. The indu
tion hypothesis gives : [P

a

(
)℄ =

[&(P

+

(


1

); : : : ; P

+

(


2

h

))℄ and [P

a

(Æ)℄ = [&(P

+

(Æ

1

); : : : ; P

+

(Æ

2

g

))℄. Let's 
all

R

�

the P

a

-translation of R (note that R

�


an in
lude one or two promotion

rules). We have that [P

a

(�)℄ = [R

�

f&(P

+

(


1

); : : : ; P

+

(


2

h

));&(P

+

(Æ

1

); : : : ; P

+

(Æ

2

g

))g℄,

where R

�

f&(P

+

(


1

); : : : ; P

+

(


2

h

));&(P

+

(Æ

1

); : : : ; P

+

(Æ

2

g

))g means that we

apply R

�

to the proofs

&(P

+

(


1

); : : : ; P

+

(


2

h

)), and &(P

+

(Æ

1

); : : : ; P

+

(Æ

2

g

)). After reversion of the

rules introdu
ing ?&?, we obtain [P

a

(�)℄ = [&(P

+

(�

1

); : : : ; P

+

(�

2

k

))℄. �

B.4.6. Definition. Let � be a proof of LK

pol

with k diÆ
ult rules and let

�




= f�

1

; : : : ; �

2

k

g.

We shall 
all 
anoni
al form of �, and we shall denote by

V

a

(�

1

; : : : ; �

2

k

)

the proof of LC obtained by applying to f�

1

; : : : ; �

2

k

g exa
tly the same


onstru
tion applied in de�nitions B.4.3 and B.4.4 to fP (�

1

); : : : ; P (�

2

k

)g :

just substitute :V for ? and ^

a

for &.
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B.4.7. Corollary. Let � be a proof of LK

pol

with k diÆ
ult rules and

let �




= f�

1

; : : : ; �

2

k

g.

Then [P

a

(�)℄ = [P (

V

a

(�

1

; : : : ; �

2

k

))℄ (or, otherwise stated, [P (C

a

(�))℄ =

[P (

V

a

(�

1

; : : : ; �

2

k

))℄).

proof : It is the LC-
ounterpart of the 
anoni
al form theorem (proposition

B.4.5). �

Remark : The 
orollary says (in parti
ular) that all the 
anoni
al forms of

an LK

pol

-proof � have the same denotational semanti
s.

B.5 Cut-elimination in LK

pol

B.5.1. Definition. Let � and � be two proofs in LK

pol

. We will say that

� is obtained from � by applying one 
ut-elimination step, and we will write

�! �, i� there exist a 
anoni
al form

V

a

(�

1

; : : : ; �

2

k

) of � and a 
anoni
al

form

V

a

(�

1

; : : : ; �

2

h

) of � s.t. :

- k = h

- there exists i 2 f1; : : : ; 2

k

g su
h that in LC �

i

! �

i

(that is �

i

is obtained

from �

i

by applying one 
ut-elimination step of LC)

- 8j 2 f1; : : : ; 2

k

g, j 6= i, we have �

j

= �

j

.

� will denote, as usual, the re
exive and transitive 
losure of !.

An LK

pol

-proof is said to be normal when it is an LC-proof without 
uts.

Remark : (i) All the redu
ts of a proof � of LK

pol


an be \materialized"

only through their 
anoni
al forms.

(ii) If � is an LK

pol

-proof without 
uts, then its 
anoni
al forms are not

ne
essary 
ut-free (take any proof without 
uts 
ontaining a rule whi
h is not

an LC-rule). Intuitively, this means that su
h a proof is not (yet) 
ompletely

expli
it.

B.5.2. Theorem. If in LK

pol

� � �, then [P

a

(�)℄ = [P

a

(�)℄, i.e. P

a

is a

denotational semanti
s for LK

pol

.

proof : To prove that P

a

indu
es a denotational semanti
s for LK

pol

, it is


learly enough to prove that if

�! �, then [P

a

(�)℄ = [P

a

(�)℄. But remember that it is proven in [QuatrTorto 96℄

that P is a denotational semanti
s for LC, so that from 
orollary B.4.7 we

dedu
e : [P

a

(�)℄ = [P (

V

a

(�

1

; : : : ; �

2

k

))℄ = [P (

V

a

(�

1

; : : : ; �

2

k

))℄ = [P

a

(�)℄.

�
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Remark : Observe that, be
ause to an LK

pol

-proof � we 
an asso
iate

(synta
ti
ally) di�erent sets �




, the 
ut-elimination pro
edure previously

de�ned does not enjoy the Chur
h-Rosser property. For the same reason,

although 
ut-elimination in LK

pol

seems to be strongly normalizing, this

does not follow immediately from the same result for LC proven in [DJS 97℄

and [JST 95℄.

This seems to indi
ate that (following a suggestion of [Girard 91b℄), one

should perhaps try to �nd a better syntax (whi
h would identify two di�erent

ways of representing \the same" proof of �




) for 
lassi
al logi
.

B.5.3 Gentzen 's 
ut-elimination is not expli
itation

This is an informal subse
tion, where we give two examples, the aim of

whi
h is simply to suggest a possible retrospe
tive analysis of Gentzen 's

pro
edure of 
ut-elimination in the framework of LK

pol

. What turns out is

that this pro
edure is not (in general) 
ompatible with the P

a

-denotational

semanti
s. Intuitively, if we assume that P

a

(�) is the impli
it 
ontent of

the LK

pol

-proof �, then Gentzen's 
ut-elimination does something di�erent

from simply making expli
it what is already impli
it in the proof. Sometimes

it intera
ts with expli
itation by making 
hoi
es (like in example 1 : it \does

too mu
h"), and sometimes it adds some \new" impli
it 
ontent (like in

example 2 : \it doesn't do enough") : in both 
ases this pro
edure deeply

modify the 
omputational 
ontent of the proof.

example 1 : The proof � (where R is supposed to be the unique diÆ
ult

rule)

�

.

.

.

` P ; �




.

.

.

` Q; �

0

R

` P ^

m

Q;�;�

0

;

Æ

.

.

.

` :P;:Q; �

00

` :P _

m

:Q; �

00

` �;�

0

;�

00

;

is substituted by one of the two following proofs �

1

and �

2

:

�

.

.

.

` P ; �




.

.

.

` Q; �

0

Æ

.

.

.

` :P;:Q; �

00

` :P;�

00

; �

0

` �

0

;�

00

; �

` �;�

0

;�

00

;




.

.

.

` Q; �

0

�

.

.

.

` P ; �

Æ

.

.

.

` :P;:Q; �

00

` :Q;�

00

; �

` �;�

00

; �

0

` �;�

0

;�

00

;
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It is possible to 
he
k that ea
h of these two proofs is a redu
t (w.r.t. the


ut-elimination of LC) of one of the two sli
es of � ; 
hoosing one of them

means intera
ting with the pro
ess of 
ut-elimination of LK

pol

. In LL this

intera
tion is a 
ut between &(P

+

(�

1

); P

+

(�

2

)) and one of the (two) proofs

of 1� 1 (whi
h \sele
ts" one of the two sli
es of the redu
t of �).

example 2 : The proof �

` :R;R ` :R;R

` R;R;:R ^

m

:R

` R;:R ^

m

:R

�

.

.

.

` :R;P ^

m

Q;

` P ^

m

Q;:R ^

m

:R

is substituted by the proof �

0

�

.

.

.

` :R;P ^

m

Q;

�

.

.

.

` :R;P ^

m

Q;

` P ^

m

Q;P ^

m

Q;:R ^

m

:R

` P ^

m

Q;:R ^

m

:R

Suppose that P ^

m

Q in the subproof � is the 
on
lusion of the unique

diÆ
ult rule of � ; then � has two sli
es while �

0

has four (be
ause it has

two diÆ
ult rules).

Observe also that the two sli
es of � redu
e to two (of the four) sli
es of

�

0

, and that the sli
es of �

0

whi
h are not redu
ts of the sli
es of � 
annot

(in general) be identi�ed with the redu
ts of the two sli
es of � without

produ
ing (algorithmi
) in
onsisten
y : to identify them means to identify

all the proofs of a given sequent.

The point is that for � we have two possible 
hoi
es for the translation of

the diÆ
ult rule (let 's 
all them P (�

PQ

) and P (�

QP

)) and in P

a

(�) when

we redu
e the 
ut following the 
ontra
tion on ?P (R), we have to 
ontra
t

all the 
ontext formulas : : : in
luding ?&? introdu
ed by the translation !

This means that the redu
t of P

a

(�) 
hoose either P (�

PQ

) or P (�

QP

) for

both the 
opies of �, while the P -image of one of the sli
es of �

0

will 
ontain

P (�

PQ

) and P (�

QP

) as subproofs.

A
tually, for �

0

to have the same impli
it 
ontent of �, one has to introdu
e

the notion of \syn
hronization" of two diÆ
ult rules, and to syn
hronize the

two diÆ
ult rules of �

0

. Te
hni
ally speaking, to syn
hronize two diÆ
ult

rules (whi
h of 
ourse don't need to be equal, i.e. to have the same a
-

tive formulas and 
on
lusions) means pre
isely to 
ontra
t the two \?&?"

introdu
ed by the P

a

-translation of the two rules.
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We see that in this 
ase Gentzen 's pro
edure \doesn't do enough" to keep

the same impli
it 
ontent.

B.6 Computational isomorphisms in LK

pol

B.6.1. Definition. We say that R and Q (resp. M and N) are (�;  )-

isomorphi
 in LK

pol

, and we write R

�; 

' Q, (resp. M

�; 

' N) if there exist a

proof � without diÆ
ult rules of ` :R;Q (resp. a proof � without diÆ
ult

rules of `M ;:N) and a proof  without diÆ
ult rules of ` :Q;R (resp. a

proof  without diÆ
ult rules of ` N ;:M) s. t.

- the 
oherent semanti
s of the proof 
ut(�;  ) of ` :R;R (resp. `M ;:M)

is the identity of P (R) (resp. of P (M))

- the 
oherent semanti
s of the proof 
ut( ; �) of ` :Q;Q (resp. ` N ;:N)

is the identity of P (Q) (resp. of P (N)).

Remark : We ask positive formulas in the 
on
lusions of � and  to be in

the stoup, so that the 
uts between � and  are interpreted as 
omposition

of fun
tions in the 
oherent semanti
s. This ensures us that when A

�; 

' B,

then P (A) and P (B) are isomorphi
 as 
oherent spa
es.

B.6.2. Theorem. In LK

pol

we have the same 
omputational isomorphisms

than in LC.

proof : Girard proves (in [Girard 91b℄) that the 
orrelation semanti
s of

LC satis�es a 
ertain number of isomorphisms.

We have already proven (in 
hapter 15) that these isomorphisms are also

satis�ed if one takes the (slightly more synta
ti
al) previous de�nition of iso-

morphism, and simply by 
onsidering the usual 
oherent semanti
s indu
ed

by the P -embedding (see [QuatrTorto 96℄).

The fa
t that this still holds for LK

pol

(whi
h 
ontains LC as a subsystem)

is straightforward : the de�nition of isomorphism is the same ! �

Remark : (i) Observe however that, in spite of the previous theorem, the

situation in LK

pol

is di�erent from the one we have in LC. Consider for

example the asso
iativity of 
onju
tion.

If we take three proofs �

1

of ` P ;, �

2

of ` Q; and �

3

of ` R;, then the

two proofs � of ` (P ^

m

Q) ^

m

R; and 
 of ` P ^

m

(Q ^

m

R); that one


an get simply by performing the two 
onju
tions in a di�erent order, have

both four sli
es. Let's distinguish them by the order of appli
ation of the
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ut-rules of LK

pol

between the pie
es of �-proofs and the proofs �

1

, �

2

and

�

3

.

The sli
e QPR (for example) of � is not a sli
e of 
. But this is only appa-

rently 
ontradi
tory with the isomorphism (P ^

m

Q)^

m

R

�; 

' P^

m

(Q^

m

R).

A
tually, roughly speaking, there exists a proof of

` P ^

m

(Q ^

m

R); 
ontaining \the same" sli
es of �. To 
onvin
e himself,

the reader may observe that what one eventually does to get the proof �

of ` (P ^

m

Q) ^

m

R; from �

1

, �

2

and �

3

is to 
ut �

1

, �

2

and �

3

with

the 
anoni
al proof of ` :P;:Q;:R; (P ^

m

Q) ^

m

R in four of the six

possible ways. Then, one obtains a proof �

0

of ` P ^

m

(Q ^

m

R); with

\the same" sli
es of � by 
uting �

1

, �

2

and �

3

with the 
anoni
al proof of

` :P;:Q;:R;P ^

m

(Q^

m

R) in the same four ways (whi
h are not the four

ways used to obtain the four sli
es of 
).

This last proof �

0

is pre
isely a redu
t of the proof obtained by 
uting �

with the (
anoni
al) proof � of ` :(P ^

m

Q) _

m

:R;P ^

m

(Q ^

m

R).

(ii) If one really wants to have simoultaneously, for the proofs of ` P ^

m

(Q ^

m

R); and of ` (P ^

m

Q) ^

m

R; obtained from �

1

, �

2

and �

3

of (i), all

the six possible sli
es, then one has to take a version of LK

pol

with diÆ
ult

rules of arbitrary arity.

But observe that this is not ne
essary to have a 
omputational isomorphism

between A ^

m

(B ^

m

C) and (A ^

m

B) ^

m

C, whatever the polarities of A,

B and C are.

B.7 Further developpements

From the te
hni
al point of view, the next step (whi
h looks diÆ
ult) would

be to �nd a better syntax for LK

pol

, identifying all the 
anoni
al forms of a

given proof.

What seems interesting (in the framework of LK

pol

) is to de�ne some kind

of relationship between the sli
es superimposed by an LK

pol

-proof.

The notion of syn
hronization of two (or more) diÆ
ult rules might also play

an important role. It is a very natural notion, whi
h is te
hni
ally translated

by one (or more) 
ontra
tion(s) on the ?&? introdu
ed by P

a

(as stated in

example 2 of 5.1).

To take diÆ
ult rules of arbitrary arity might also in
rease the 
exibility of

the 
al
ulus.

Finally, following an old idea of [Girard 91b℄, one might also try to \unders-

tand" Gentzen's 
ross-
ut pro
edure in the framework of LK

pol

.


